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1 课程引入

通过正方形和立方体的三个例子引入幂函数. 这三个例子分别为
• 若正方形的边长为 x, 则其面积 S 和边长 x 的函数关系为 S = x2. 边长 x 和面积 S 的函数关系为

x =
√
S = S

1
2 .

• 若立方体的边长为 x, 则其体积 V 和棱长 x 的函数关系为 V = x3. 棱长 x 和体积 V 的函数关系为
x = 3

√
V = V

1
3 .

• 若立方体的任意一个面的面积为 S, 则立方体体积 V 和 S 的函数关系为 V = (
√
S)3 = S

3
2 . 面积 S

和体积 V 的函数关系为 S = V
2
3 .

注意到

• 在上面的三个例子中, 定义域和值域都是正实数, 因为正方形的边长, 面积和立方体的棱长, 面的面
积, 体积都是正实数.

• 注意到, 上面三个例子里涉及到的所有函数都是在定义域里单调递增的. 因为几何意义告诉我们, 当
正方形的边长增加时, 面积增加, 反之亦然; 当立方体的棱长增加时, 体积增加, 反之亦然; 当立方体
的任意一个面的面积增加时, 体积增加, 反之亦然.

2 正式介绍幂函数

像 S = x2, x = S
1
2 , V = x3, x = V

1
3 , V = S

3
2 , S = V

2
3 这样的函数都是幂函数. 一般地,

定义. 函数 f(x) = xa 叫幂函数, 其中指数 a 是常数, 底数 x 是自变量, 且 x 的定义域是使得 xa 有
意义的所有实数形成的集合.

我们已经熟悉的幂函数是

• f(x) = x = x1.

• f(x) = 1
x
= x−1, x ̸= 0.

• f(x) = x2.
另外还有一些幂函数的例子是

• f(x) = x3.

• f(x) =
√
x = x

1
2 , x ≥ 0.

• f(x) = x
1
3 .

• f(x) = x
3
2 , x ≥ 0.

• f(x) = xπ, x ≥ 0.
注意到在上面的例子里,f(x) = xπ 中,π 是无理数. 这个函数的定义域是 x ≥ 0, 因为在实数范围内, 负数的
无理数次幂是没有定义的.
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3 幂函数和指数函数的对比

幂函数 f(x) = xa 和指数函数 g(x) = ax 的区别在于, 幂函数的底数是变量, 指数是常量, 而指数函数
的底数是常量, 指数是变量. 这是它们表面的区别, 更重要的区别在于, 一个指数函数, 一旦是个递增函
数, 那么它的增长速度最终将远远地大于任何幂函数. 一个幂函数, 虽然开始的时候, 可能会大于指数函
数, 但是在后面, 必然将会被递增的指数函数所远远超越. 也就是说, 在 x 足够大的时候, 即便是指数函数
f(x) = 1.01x, 它的增长速度也将远远地大于幂函数 f(x) = x100, 最后前者将远远地超越后者.(红色部分选
讲) 为什么会出现这种情况呢？我们将我们的思考限制在正整数集合 Z+ 上, 让我们来比较当 n 足够大
时,f(n) = 1.01n 和 g(n) = n100. 我们发现, 无论 n 多大

f(n+ 1) = 1.01f(n),

也即 f(n+1)
f(n) 比值是个大于 1 的常量. 而当 n 越来越大时,

g(n+ 1) =
(n+ 1)100

n100
g(n) = (1+

1

n
)100g(n),

我们发现 1 + 1
n
却越来越无限地趋于 1, 于是 (1 + 1

n
)100 也越来越无限地趋于 1. 这样就导致了幂函数

g(n) 在 n 足够大的时候增长速度远远不如指数函数, 因为指数函数 f(n) 的增长方式是不断地乘以一个
大于 1 的常量, 而幂函数 g(n) 的增长方式是不断地乘以一个无限地趋于 1 的变量.

4 f(x) =
√
x 的图像

每个同学都很熟悉幂函数 f(x) = x2 的图像, 这是最简单的二次函数, 它在 [0,+∞) 上递增, 在 (−∞, 0] 上
递减. 因此我们就不多说了. 我们来着重讨论 f(x) =

√
x 的图像. 它的定义域是 [0,+∞), 并且在定义域上

单调, 这是要求同学们证明的. 取定义域中两个任意的数, 作一下商, 把商和 1 比较一下就可以了.

这样之后, 再请同学们注意一下 f(x) =
√
x 和 f(x) = x2 在 [0,+∞) 上是关于直线 y = x 对称的.

5 类似地处理其它的函数
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