
康托定理与理发师悖论

文　兰

（北京大学数学科学学院　１００８７１）

　　编者按　本文作者文兰是我国著名的数学家，中国科学院院士，第三世界科学院院士。在微分动力

系统领域的若干基本问题上做出了重要贡献。文兰１９７０年毕业于北京大学数学力学系，１９８１年在北

京大学获得硕士学位，导师为廖山涛先生。１９８６年在美国西北大学获得博士学位，导师为Ｒ．Ｗｉｌｌｉａｍｓ

教授．１９８８－１９９０年在北京大学从事博士后研究，后留校任教。

在中国数学会今年１１月召开的第十一次全国代表大会上，文兰院士获得华罗庚数学奖，这个奖项

是为表彰中国数学家的终身成就设立的，每次奖励两位数学家。

在大会期间有１０位院士分别到附近的大专院校和中学做了公众报告，这篇文章就是文兰院士根据

他在双流棠湖中学所做公众报告整理成文的。文兰院士曾任中国数学会理事长，对我国的中小学数学

教育十分关注。

１　什么是悖论

我们给悖论下一个“进行式”的定义：悖论就

是导致矛盾但原因不明的推理．

根据这一定义，一旦矛盾的原因找到了，悖论

也就不再是悖论了．另外，矛盾的原因应该比较难

于察觉．

这一定义可能与许多文献中对悖论的定义不

同．笔者主张这一定义．

２　理发师悖论

某村有一理发师，恰给本村那些不给自己理

发的人理发．请问他给不给自己理发？

若他给自己理发，则他是一个给自己理发的

人．按照他的原则，他应该不给自己理发．矛盾．

若他不给自己理发，则他是一个不给自己理

发的人．按照他的原则，他应该给自己理发．也

矛盾．

这是一段有名的、非常有趣的推理．由于找不

出矛盾的原因，这段推理就被称为“理发师悖论”．

但真的找不出矛盾的原因吗？

本文的目的就是说明，其实这一矛盾的原因

并不难察觉，故理发师悖论不足以称为悖论．

３　理发师悖论的解决

让我们把理发师悖论再叙述一遍：

某村存在一理发师，恰给本村那些不给自己

理发的人理发．请问他给不给自己理发？

若他给自己理发，则他是一个给自己理发的

人．按照他的原则，他应该不给自己理发．矛盾．

若他不给自己理发，则他是一个不给自己理

发的人．按照他的原则，他应该给自己理发．也

矛盾．

如果这一次还不容易看出矛盾的原因，请注

意，第二次陈述时，把第一次陈述里的第三个字

“有”换成了“存在”．其他没动．

这样一换，是不是比较容易看出矛盾的原因

了呢？

是的，应该说，这样一换，就比较容易看出，矛

盾的原因是假设了这样一个理发师的存在．因此，

这一矛盾无非说明，具有这种性质的理发师（即恰
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给本村那些不给自己理发的人理发）在本村不存

在罢了．

矛盾的原因找到了，悖论也就不成其悖论了，

问题也就解决了．

４　文字游戏？

但矛盾的原因是怎样找到的呢？我们把“有”

换成了“存在”．这是不是文字游戏，是不是偷换概

念，是不是改变了问题呢？

当然不是．“有”就是“存在”．把“有”换成“存

在”，没有改变问题，只是用语更科学、更醒目，使

人注意到，原来这里隐藏着一个“存在”的假设．

假设，或者说前提，对推理是至关重要的．知

道有假设，推出矛盾就不会大惊小怪，无非说明假

设不正确罢了．但若不知道有假设，推出矛盾就会

无法解释，就要惊呼为悖论了．因此，千万不要丢

失、模糊任何假设．

５　引经据典

按说理发师悖论这样就解决了．不过人们可

能不太放心．问题破解得太容易了：只换了一个词

“存在”，就启发、导致了答案．这个答案太平淡无

奇了．

为了让人彻底相信，这个答案一点也不平淡，

问题确实出在存在性上，让我们引经据典，回顾集

合论创始人康托的一个定理．为此先要回顾一下

集合论的几个概念：映射、满射、子集的集．

设Ｘ和Ｙ 为两个集．所谓一个从Ｘ 到Ｙ 的

映射ｆ：Ｘ→Ｙ 是指一个法则，它对Ｘ中的每一ｘ，

指定Ｙ 中唯一一个元素．这个为ｘ指定的唯一元

素称作ｘ在ｆ下的像，记为ｆ（ｘ）．

称Ｘ为映射的定义域，Ｙ 为映射的值域．

如果值域Ｙ 中的每一个元素都是定义域Ｘ

中某个元素的像，就称ｆ是一个满射．如图所示：

　　我们还需要一个概念：子集所成的集．设Ｘ

为一个集．用Ｐ（Ｘ）表示集Ｘ 的所有子集所成的

集．例如，若Ｘ＝｛１，２，３｝，则

Ｐ（Ｘ）＝｛，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛２，

３｝，｛１，２，３｝｝．

６　康托定理

康托定理　对任何集 Ｘ，不存在从 Ｘ 到

Ｐ（Ｘ）的满射．

证明　任取一个映射ｆ：Ｘ→Ｐ（Ｘ）．要证ｆ

不是满射．为此令

Ｃ＝｛ｘ∈Ｘ｜ｘｆ（ｘ）｝．

我们来证明，

不存在，ｚ∈Ｘ，使得ｆ（ｚ）＝Ｃ．

为此用反证法．假设存在ｚ∈Ｘ 使得ｆ（ｚ）＝Ｃ．

那么，

若ｚＣ，则ｚ∈ｆ（ｚ）．但ｆ（ｚ）＝Ｃ，故ｚ∈Ｃ．

矛盾．

若ｚ∈Ｃ，则ｚｆ（ｚ）．但ｆ（ｚ）＝Ｃ，故ｚＣ．

也矛盾．

这说明不存在ｚ∈Ｘ使得ｆ（ｚ）＝Ｃ．故ｆ不是满

射．康托定理得证．

康托定理是集合论最早，也最重要的定理之

一．这个定理之优美，大概可以代表人类的智慧．

这个定理一般放在大学数学系的三年级课程《实

变函数论》中讲，但它几乎不用什么基础知识，是

中学生可以理解、欣赏的．康托定理的陈述一般为

“不存在从Ｘ到Ｐ（Ｘ）的一一对应”，但实际上不

存在满射．不存在满射当然就更不存在一一对应．
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７　康托定理与理发师悖论的比较

康托定理与理发师悖论有什么关系呢？

我们来给康托定理一个“理发”的解释．用Ｘ

表示该村的人的集．对每一村民ｘ，用ｆ（ｘ）表示

村里被ｘ理发的那些人的集，即ｘ的“顾客集”．

那么康托所考虑的集合

Ｃ＝｛ｘ∈Ｘ｜ｘｆ（ｘ）｝

就表示村里那些不给自己理发的人所成的集．康

托的要点是证明了

不存在ｚ∈Ｘ，使得ｆ（ｚ）＝Ｃ．

翻译成理发的语言就是：

村里不存在这样的理发师，恰给本村那些不

给自己理发的人理发．这是康托证明的一个深刻

的事实．

让我们把康托推理的过程也翻译成理发的语

言看看：

若ｚＣ，则ｚ∈ｆ（ｚ）．但ｆ（ｚ）＝Ｃ，故ｚ∈Ｃ．

矛盾．

（若他给自己理发，则他是一个给自己理发的

人．按照他的原则，他应该不给自己理发．矛盾．）

若ｚ∈Ｃ，则ｚｆ（ｚ）．但ｆ（ｚ）＝Ｃ，故ｚＣ．

也矛盾．

（若他不给自己理发，则他是一个不给自己理

发的人．按照他的原则，他应该给自己理发．也

矛盾．）

可见，理发师推理就是康托推理．

８　评述

那么，为什么康托定理与理发师悖论一个是

定理，一个是悖论呢？

康托明确写道，这样一个ｚ的存在只是假设．

所以推出矛盾毫不惊讶，而是立即做出结论：不存

在这样一个ｚ．

理发师悖论却用日常语言的“有”模糊了科学

语言的“存在”．“存在”换成“有”以后，就不知不

觉从假设变成了天经地义．于是矛盾无法解释，成

了“悖论”．

可见，我们在前面把“有”换回成“存在”，确实

不是文字游戏．理发师悖论的问题确实出在存在

性上．

但说“换回”对吗？谁先谁后呢？

康托定理（１８９５），理发师悖论（１９０７），康托在

先．因此，说“换回”是对的．

康托深刻地证明了，不存在这样一个古怪的

理发师．１２年后，理发师悖论全盘照收了康托的

推理过程，却模糊了康托的存在性假设，致使矛盾

无法解释，造成“悖论”．

这不像个恶作剧吗？

９　关于罗素悖论

读者可能知道罗素悖论，听说过“理发师悖论

是罗素悖论的通俗版”的说法．

如上所述，理发师悖论几乎是对康托定理的

一个恶作剧．那么罗素悖论呢？

这个问题留给读者追踪、思考最好．但急于知

道答案是人类的优良天性，所以也简单说明一下：

罗素悖论（１９０２）显然受到了康托定理的启发，但

它与理发师悖论有很大的不同．它的假设隐蔽得

多，以致当时的集合论无法察觉．当然该假设最终

还是被后来的集合论彻底破解了，所以罗素悖论

早已不再是悖论了．但罗素悖论极大地刺激了当

时的集合论，对集合论的进步有重大的意义．

【后记】其实，像理发师悖论这样易于破解的

“悖论”可以要多少有多少，都是对康托定理的恶

作剧．比如“恰爱那些不爱自己的人”，“恰恨那些

不恨自己的人”，“恰表扬那些不表扬自己的人”，

“恰批评那些不批评自己的人”，“恰修理那些不修

理自己的机器人”，“恰引用那些不引用自己的

书”，等等等等．理发作为这些“反身及物动词”中

的一个只是特别生动形象罢了．
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