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这样不断地进行下去, 可得
√
2 = 1+

1

2+
1

2+
1

2+
1

2+ · · ·

.

首先我们来证明表达式
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确实有意义. 这化归为如下问题:

问题. 已知 pn+1 = 1
1+pn

+ 1, 且 p1 = 1, 求证 limn→∞ pn 存在.

这是简单的不动点迭代问题. 容易证明极限是存在的, 且极限等于
√
2.

下面我们将这个问题与
√
2 的无理性联系起来. 我们来证明

√
2 是无理数. 反证法. 假设其是有理数 p

q
, 其

中 p, q 都是正整数且 p
q
既约. 由式(1)可得

√
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即
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=
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− 1,

即
p

q
=

2q− p

p− q
.

易得 2q−p
p−q

的分子和分母都是正数, 且 p− q < q, 这与 p
q
的既约性矛盾. 于是

√
2 不是有理数.
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