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试验结果的数学拟合与力学模型  
 

尤明庆 
(河南理工大学 能源科学与工程学院，河南 焦作  454010) 

 
摘要：为了描述岩石的力学特征，通常会提出各种假设或力学模型，其模型参数一般依据试验结果来确定。模型

应具有广泛的适用性，而不是仅能描述已有的试验结果。在没有获得力学模型之前，可以利用数学公式拟合试验

数据。拟合公式应该具有物理基础，其中待定参数最好能表示材料的力学性质。以不同直径圆柱试样的承载能力

与围压的关系为例，介绍曲线拟合方法和力学模型的建立过程，说明两者之间的区别；讨论文献中一些试验数据

的公式拟合和参数确定，解释“过度拟合必将失真”。由于试验结果并不完全是由试验控制参数决定，还受到其他

多种因素的影响，拟合公式也应该体现这一物理事实。如果选择复杂的公式和过多的待定参数以追求过高的拟合

精度，那么拟合公式将不能真实体现试验参数对试验结果的影响。 
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DISCUSSION ON MATHEMATICAL FITNESS AND MECHANICAL  
MODEL OF EXPERIMENTAL RESULTS 

 
YOU Mingqing 

(School of Energy Science and Engineering，Henan Polytechnic University，Jiaozuo，Henan 454010，China) 

 

Abstract：Many hypotheses or mechanical models are used to describe the mechanical properties of rock，in which 
some parameters are determined by experimental results. The mechanical model should have feasible and wider 
applications other than the experiment itself. Mathematical equations are used to fit the experimental data if the 
mechanical models have not been clearly invented. It is better to optimize fitness equations based on the 
mechanical and dimensional analyses，and to show the rock mechanical properties with the parameters in the 
equations. The relations between axial bearing capacity and confining pressure of cylindrical specimens with 
various sizes are introduced；and the differences between mechanical models and fitness equations are analyzed. 
Some fitness equations in literatures are discussed. The fitness equations should be shown with such a physical fact 
that the experimental results are not merely determined by the experimental parameters，also influenced by some 
factors which can not be controlled. The fitting precision can be improved better when more parameters are used in 
the equation，but excess of fitting precision may make the equation untrue totally. 
Key words：rock mechanics；mechanical model；equation fitness；excess of fitting precision 
 
 
1  引  言 

 
为了描述岩石的力学特征，通常需要提出各种

假设或力学模型，如广义虎克定律、Coulomb 强度

准则以及西原流变模型等[1，2]。模型中的参数需要

依据具体的试验结果来确定。当然，研究人员希望

依据少量的、特定状态的试验结果所确定的力学模
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型，能够具有广泛的适用性，而不是仅能描述那些

已有的试验结果。模型固然要尽可能复杂，复杂到

能够求解为止；同时模型也应尽可能简单，简单到

不失真为止。由于岩石的力学性质较为复杂，影响

因素较多，通常在各种力学模型中都只能考虑少量

的主要因素。因而，不能期望仅考虑主要因素的力

学模型能够完全描述试验结果。 
在没有获得力学模型之前，可以利用数学公式

来拟合试验数据。目前，计算机的普及以及 Excel
和 Matlab 等分析软件的广泛使用以及其带来的便

利条件，对试验数据可以迅速进行多种计算、绘图

和曲线拟合，并给出各种形式的公式，而这在 20～
30 a 前是难以想象的。不过，有时对拟合公式本身

缺乏系统的研究和正确的理解，所以可能造成拟合

公式没有明确其物理含义和适用范围；或为了追求

拟合精度，进而选用参数过多的复杂计算公式；或

对试验的各个曲线进行一一拟合，得到多组拟合参

数。这样由此所得到的拟合公式可能失去其应用价

值，乃至完全不符合事实。 
拟合公式应该具有物理基础，其中待定参数最

好能够表示材料的某种力学性质。仅含有 2 个参数

的 Coulomb 强度准则是处理试验结果的典范：以黏

聚力和摩擦力构成的剪切承载力在特定的倾角截面

达到极值，据此来解释岩样强度与围压间的线性关

系。以此为例，本文介绍试验结果的曲线拟合方法

和力学模型的建立过程，说明两者之间的区别，进

而解释“过度拟合必将失真”的原因。 
 
2  试验结果的曲线拟合 

 
假设利用高径比为 2∶1，直径 D = 40，50，60

和 65 mm 的 4 组试样，进行常规的三轴压缩试验，

得到在不同围压 P 作用下，试样能够承载的轴向极

限载荷 F(见图 1)。需要特别说明的是，这些数据并

非真实试验结果，而是利用公式产生的，即 

   )5.350(π25.0 2 PDF ++= η         (1) 

式中：η 为－10～10 的随机数，由计算机产生，表

示试样差异、试验过程等对承载能力的影响；D 为

试样直径(mm)，是参变量；P 为围压(MPa)，是自

变量；F 为极限载荷(kN)，是因变量。 
就岩石力学试验而言，图 1 数据的离散性是相

当低的，其极限载荷与围压大致成线性关系： 

baPF +=                  (2) 

式中：a 为参数(kN·MPa－1)；b 为参数(kN)， 其具 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1  不同直径试样的承载能力与围压关系(假想数据) 
Fig.1  Loading capacity of specimens with various diameters 

under different confining pressures(imaged data) 
 

体数值均受到参变量直径 D 的影响。 
为简洁起见，以后不再给出公式中参数单位。

如果只是利用最小二乘法线性回归，得到表 1 中不

同直径 D 时参数 a 和 b 的具体数值，那么式(1)只
是对试验结果的一个数学描述或曲线拟合，并不能

成为力学模型。对于没有进行试验的直径 D，相应

的试样强度特性是未知的。因而需要研究参数 a，
b 与直径 D 之间的关系。 
 

表 1  不同直径 D 时参数 a 和 b 的回归参数 

Table 1  Regression parameters a and b in linear relation 

with different diameters D 
D/mm a b  

40  4.38 62.61 

50  7.01 103.10 

60 10.65 126.50 

65 11.43 157.30 

 
图 2 是参数 a，b 与直径 D 的关系。假设限于

条件，只有 4 组数据。对于这样的数据，可以用多

种公式或曲线拟合，最常用的，或者说首先应该考

虑的，是直线拟合，其结果已经在图 2 中给出。拟

合具有相当高的精度。如果将参数 a，b 与直径 D
的拟合公式代入式(2)，那么就可得到试样的承载能

力 F 与直径 D 和围压 P 成双线性关系的结论，即 

)96.78560.3()461.7295.0( −+−= DPDF     (3) 

）96.78461.7()560.3295.0( +−+= PDPF     (4) 

承载能力与试样直径成线性关系，这一结论尽

管与常识不符，却是完全正确的，也非常有用。此 
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图 2  试样承载特性参数与直径的线性关系 
Fig.2  Linear relation between parameters of loading capacity 

and diameters of specimens 
 
时就可以利用式(3)或(4)来确定所研究岩石在试验

范围内(即 0 kN≤P≤40 kN 及 40 mm≤D≤65 mm)
不同围压、不同直径条件下试样的承载能力。但是

应该明确的是，这一结论通常也仅在试验范围内成

立，不能简单外推到试验范围之外，除非有其他证

据。例如式(3)表明，直径为φ 20 mm 的试样单轴压

缩的承载能力为负值，这显然是错误的。式(3)或(4)
仍然只是对试验结果的数学描述，并不能称之为力

学模型，也不能称之为理论。 
显然，要获得合理的结果，最好是进行更多的

试验研究，确定直径小于φ 40 mm 试样在不同围压

下的承载能力 F。如果由于种种原因，难以进行这

样的试验，那么可以进行逻辑分析，确定更合理的

拟合公式。例如，直径为 0 的试样承载能力应该为

0，而参数 a，b 也不会与直径 D 成正比，因此可以

考虑是否与 2D 成正比，图 3 是相应的拟合结果。 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 3  试样承载特性参数与试样直径的平方关系 
Fig.3  Square relation between parameters of loading capacity 

and diameters of specimens 

从图 3 可以看出，在试验范围内，对于参数 a，
b，尽管线性回归比二次方拟合具有更好的精度，考

虑到公式在直径较小区域的合理性，线性公式应该

予以放弃。毕竟还是希望研究结果具有尽可能广泛

的应用范围。当然图 3 中数据的拟合公式还可以使

用其他的形式，如 DD λη +2 ，也通过 0 点，拟合精

度会更高。不过二次方拟合具有特殊的含义。这将

在节 3 予以说明。 
 
3  岩石试样强度的力学模型 

 
回归参数 a，b 与直径 D 的平方成正比，意味

着承载能力与试样的承载面积成正比，因而可以利

用下面的表达式来描述试样的承载特性，即 
)(π25.0 2 KPQDF +=             (5a) 

或 

KPQDF +== )π25.0/( 2
Sσ          (5b) 

式中： Sσ 为单位面积的承载能力，以下称之为强度； 
Q 为岩石的单轴压缩强度；K 为围压影响系数，由

内摩擦因数确定。 
依据图 3 参数 a，b 的回归结果，得到式(5)中

的参数，即 
Q = (4/π)×0.037 3 kN/mm2 = 47.50 MPa 

K = (4/π)×0.002 805 kN/(MPa·mm2 ) = 3.57 
式(5a)和(5b)依然只是试样承载能力的一个数学

描述。不过，从数学上可以证明，黏聚力和内摩擦

力表示的剪切破坏 Coulomb 准则与其等价，而圆柱

试样在常规三轴压缩下也多是剪切破坏。Coulomb
准则是一个力学模型，于是式(5a)和(5b)也成为一个

力学模型。 
将图 1 的数据利用式(5b)转换为图 4 的强度与

围压关系，可以更清楚地看出数据的离散程度。将

所有这些强度进行回归，得到的强度关系为 

P57.36.48S +=σ              (6) 

这与由图 3 得到的结果稍有差异，与产生图 1
数据时所用的 Q = 50.00 MPa，K = 3.5 也不相同，

但都差别不大。顺便指出，如果 n 组数据(xi，yi) 
( )   2   1 ni ，，，= 可以利用 y = ax 拟合，且记 =iX  

2
ix ， 2

ii yY = ，那么(Xi ，Yi) 也可以利用 AXY = 拟

合，但是拟合参数 A 与 2a 会略有差异，并不完全等

同。 
需要进一步研究的是，式(5a)和(5b)中的参数 Q

和 K 是否与直径 D 有关，岩石的强度是否存在尺

度效应。表 2 给出了不同直径岩样强度回归得到的 
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图 4  不同直径试样的强度与围压的关系 
Fig.4  Strengths of specimens with various diameters under 

different confining pressures 
 
表 2  不同试样直径下强度与围压线性关系中的回归参数 
Table 2  Regression parameters of linear strength relation for 

various diameters of specimens 

D/mm K Q/MPa 

40 3.49 49.8 

50 3.57 52.5 

60 3.77 44.7 

65 3.44 47.4 

上述数据回归 3.57 48.6 

 
参数 Q 和 K。尽管试验数据具有明显的离散性，回

归得到的模型参数却差别不大，但并不完全相同。

所有数据的回归结果也在最后一列给出，大致上是

4 组回归数据的平均值。 

影响试验结果的因素很多，不能认为表 2 中参

数的差异就是岩石强度的尺寸效应。一般认为试样

尺度较小，强度较高。不过，这只是大量试样强度

的平均结果；对具体 2 个试样而言，完全可能出现

试样尺度较小而强度较低的情形；此外试样尺度减

小，端面不平整度以及轴向加载偏心的影响将会增

大，都可能引起小尺度试样的强度偏低。K. Thuro
等[3]给出直径φ 45～110 mm，高径比均为 2∶1 的

30 个石灰岩试样和 17 个花岗岩试样的单轴压缩试

验结果，得到的尺寸效应远小于试样之间的离散性，

正如 N. Barton[4]的题目叙述那样，将产生疑问。 
总之，如果要研究尺度对试样强度的影响，需

要进行更多、更仔细的试验研究，而表 2 数据之间

的差异只是试样强度的离散性。为了更清楚表示强

度的离散性，图 5 给出σS − 3P 与围压 P 关系。显然， 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 5  不同直径试样σS − 3P 与围压 P 的关系 
Fig.5  Relationship between σS − 3P and confining pressure P  

of specimens with various diameters 

 
用线性关系式式(5a)和(5b)，即 Coulomb 准则，不可

能完全描述强度随围压变化的试验结果。或者说，强

度的变化并不完全是由围压和直径引起的。 
 
4  拟合公式的确定和评价 

 
如果认为承载能力与围压之间线性关系的表达

式式(2)没有很好地拟合试验结果，也可以利用其他

形式的公式进行拟合。可供选择的公式很多，现在

有高性能的计算机，具有 Matlab 和 Excel 分析软件，

而不是 10 a 前的 Basic 和 Fortran 程序，这样其数

值拟合则是较为容易的事情。至于 20 a 前只有计算

器、30 a 前只有数学用表，那么其线性拟合也不是

容易的事情。 
假设利用三次多项式可以拟合承载能力 F 与围

压 P 之间的关系： 
3

3
2

210 PaPaPaaF +++=           (7) 

式(7)的拟合曲线如图 6 所示，相关的拟合参数

见表 3。 
显然，线性表达式是三次多项式的特殊形式，

因此后者肯定对试验数据具有更好的拟合精度，但

表 3 中回归数据与直径之间没有明显的规律，且二

次项和三次项的系数正负关系不同，具有定性的差

别。对于没有进行试验的参变量直径 D，试样承载

能力与围压的关系(即式(7))完全不能了解。此外，

回归公式不能应用于试验围压范围之外。就此而

言，如果仅是给出拟合公式(式(7))和表 3 的参数，

尽管对每一组数据都有很高的拟合精度，但这样的研

究结果价值不大，据此也不能得到真正的力学模型。 
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图 6  试样承载能力与围压关系的三次多项式拟合 
Fig.6  Three-order polynomial fitting of loading capacity  

with confining pressures 
 
表 3  不同直径试样承载能力与围压的三次多项式拟合参数 

Table 3  Parameters in three-order polynomial fitting of  
loading capacity with confining pressures 

D/mm a0 a1/10 a2/102
 a3/103 

40 56.5 56.3 －4.15 0.273 

50 107.8 60.8 2.89 －0.148 

60 127.2 94.4 11.04 －2.104 

65 160.6 103.3 6.42 －0.969 

 
如果承认试样的承载能力与面积，也就是试样

直径 D 的平方成正比，这样得到的图 4 强度与围压

关系也用三次多项式来描述回归强度与围压的关

系： 
3

3
2

210S PbPbPbb +++=σ             (8) 

这样由式(8)可以得到表 4 的数据。对所有强度

进行回归结果在最后一列给出。与表 2 不同的是，

表 4 中的数据毫无规律可言，且变化显著，不能认

为是试验数据离散所致。这就是说，如果承认试样

的承载能力与面积成正比，那么只要表 4 中的回归

数据随试样直径变化而不是大致相同，就应该判断

式(8)不能用来拟合试验数据。 
不过类似的研究在公开发表的文献中却偶有所

见。徐卫亚等[5，6]用五元件流变模型对不同应力状

态下的蠕变曲线进行拟合，确定的模型参数随应力

状态变化，且毫无规律；而作者仅仅以每一根曲线

的拟合精度很高来证明模型的适用性。需要强调的

是，如果仅对一组数据或一根曲线确定拟合公式中

的多个参数，公式当然可以与该组数据或曲线有很 

 
表 4  不同直径试样的强度与围压的三次多项式拟合参数 

Table 4  Parameters in three-order polynomial fitting of strengths 
with different diameters and confining pressures 

D/mm b0 b1/10 b2/102 b3/103 

40 44.960 44.800 －3.302 0.217

50 54.900 30.970 1.472 －0.075

60 44.990 33.390 3.905 －0.744

65 48.400 31.130 1.935 －0.292

上述数据回归 48.310 35.060 1.000 －0.224

 
好的吻合性，但不能就此证明该公式的正确性与合

理性，更不能认为公式可以应用于其他场合。至于

将这样的公式称为“力学模型或理论”，可能误解了

“模型”和“理论”的意义。 
例如对直径为φ 50 mm 的一组数据，图 7 具体

给出线性拟合与三次多项式拟合的曲线。如果仅仅

由于三次多项式比线性公式具有更高的拟合精度，

就称其改进和发展了 Coulomb 强度准则，那是错误

的。类似的研究在公开发表的文献中也偶有所见，

如徐卫亚等[7，8]利用含有 9 个待定参数的“河海模

型”和 8 个待定参数的“蠕变损伤模型”分段拟合

一根曲线。不过，即使那一根曲线是真实可信的，

也不能利用拟合精度来证明公式的正确性与合理

性。尤明庆[9]已经对此进行了说明，而徐卫亚等[10]

的答复仍有值得讨论的地方。 
 

 
图 7  不同阶次多项式对一组试验数据的拟合 

Fig.7  Fitness with various orders of polynomial fitting of one 
group of data 

 
5 过度拟合必定失真 

 
一般而言，最好在研究变量之间的力学关系、
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进行量纲分析的基础上选择拟合公式，这也有利于

设计试验项目。选择含有过多参数的复杂公式或利

用多个公式分段拟合试验数据，可能引起拟合公式

的整体失真。 
增加拟合公式中的待定参数可以提高拟合精

度。n 对数据(xi ，yi) )21( ni ，，，　= ，即平面上的

n 个点，有 1−n 次多项式完全通过，具体形式可表

示为 

∏
∏

∑
≠

≠

= −

−
=

ij
ji

ij
jn

i
i xx

xx
yy

)(

)(

1

           (9) 

图 7 给出通过 7 个试验点的一个六次多项式。

这个多项式只能描述该组数据与围压的关系，对于

未进行试验的围压其所预测的强度与真实值将出现

巨大的偏差。即拟合公式只能描述试验数据本身，

不能描述试验范围内的强度或承载能力，因而这样

的研究结果价值不大，由此得到的结论将是不可靠

的，甚至是完全错误的。这与前面拟合公式式(3)，
(4)不同，后者可以描述试验范围内的所有围压和试

样的强度。 
显然，要求拟合公式或曲线完全通过给定数据

或过分接近给定数据，拟合公式可能出现病态，所

谓过度拟合必定失真。这是因为试验结果或因变量

y 并不完全是由单一的试验控制参数或自变量 x 决

定，还受到其他多种因素的影响。如果试验控制参

数是试验结果的主要影响因素，那么拟合公式应该

反映整体变化规律，其与试验结果的差异是其他因

素，通常是一些不可控制的试验条件引起的。试验

结果 y 的变化不完全由试验参数 x 引起的，拟合公

式也应该体现这一物理事实。 

例如煤系岩石的杨氏模量可能随围压而增大，

孟召平等[11]认为可以用二次曲线表示两者之间的

关系，如砂质泥岩的杨氏模量可表示为 
4

3
2
3 1069.267840 ×+−= σσE      (10) 

式中：E 为杨氏模量(MPa)。 
式(10)回归的相关系数为 R＝0.94。孟召平等[11]

未进行重复试验，而由于试样之间的差异，围压 10.0 
MPa 时的杨氏模量大于围压 20.0 MPa 时的数值，

使得回归得到的式(10)具有这样特征：围压 3σ 从

0.0 增加到 8.5 MPa 时(相当于 340 m 深处的自重应

力)，杨氏模量是降低的。这不是岩石的力学性质，

很显然，相关系数较高并不能说明分析结果的合理

性。尤明庆[12，13]在分析围压对裂隙承载能力影响

的基础上，讨论了杨氏模量随围压的变化特征。 
汪亦显和曹 平[14]利用六次多项式拟合“误差

影响率与厚径比的关系”，相关的结果值得讨论。此

外，高阶多项式拟合通常会存在病态：试验数据少

许改变可能引起多项式的系数乃至曲线形状发生巨

大的变化。现在具有计算机和 Excel 和 Matlab 等分

析软件，要理解这一点并不困难。 
 
6  结  论 

 
力学模型通常形式简单，具有明确的物理背景

和广泛的适用性，模型中的参数表示材料的力学性

质。但是，获得力学模型并不容易。R. Hooke 大约

在 1660 年就已经发现了今天所说的 Hooke 定律，

然而因为没有把握，直到 1676 年才以 anagram 的方

式公布了一串字母，1678 年公布答案“Ut tensio，
sic vis”，即“有多大变形，有多大力”[15]。稍晚后

2 a，发现权就得属于他人。而表示材料弹性变形的另

一个参数泊松比，从 1807 年 T. Young 出版的 Course 
of Lectures 指出杆在拉伸和压缩过程中，纵向变形

总是伴随着侧向变形，到 1908 年 E. A. Grűneisen
首次利用单向拉伸试验直接测定试样纵向和横向变

形的方法来确定泊松比系数，更是历经百年之久[16]。 
在没有得到可信的力学模型之前，可以对试验

数据进行数学拟合。不过，对拟合公式的形式及适

用性需要进行仔细地研究，不能简单地以拟合精度

高低来评价其是否合理；而选择复杂的公式和过多

的待定参数以追求过高的拟合精度，可能使拟合公

式所表示的参数变化规律完全失真，对此必须有清

醒的认识。 
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