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I n e  Wahrscheinllchkeltrauf~abe in der 
Kundenwerbuns. Dae Werbeverfahren, u m  
das es sicli liicr Ii:uitlclt~ ist wolil bekannt aus 
.~iikiiitdigungcii folgcttdcr -\rt: ))Jede 1';icliung 
uiiscrcr \T':trc ciithiilt zwei vcrschiedeitc 13111- 
menbilder; tli'c vollc Iiolleklion umf:i1)L 72 vcr- 
scliiecleue Bl~uncnl~ilder ; wer eiiie voile Kollelr- 
lion s:imniclt unit ehisendct, ei-htilt kostenlos 
ciiic Priimi8c.cc Dcr Vcrliiiafw, tlcr solche Ilc- 
Iclnmc iiiaclil, muO riicli vcriiiiiiftiger\\c!isc di:: 
Fragc \-orlegen : \Vie groO ist die I)nrclischuilts- 
zth1 tlcr vcrliauflcn Pnckungeii pro Primie? 
I ) ie  Aiilworl Iihnfit voii tlcr Wcilcrvcrfolgmi~ 
ciuer Itlassischci~ AuYgalic tlrr \Vnlirscli~ei~iilicli- 
Itcilsrechnnog ab, \vain man folgcude Voraus- 
sctzuugen macht: 

1. Die Rlumeiil~ild~cr wcrtlcu auf (lie Pnltelc 
)~zufnllsarlig(~ vcrlrilt, d. 11. j'edc dcr miig- 

lichen ( y )  Pawe  von Bilderii hat die 

gleiche Walirscli~cit~licl~kril. 
2. Scdcr Kiiuf~cr liauf t die Packuiigeu uzid 

samtncll die Bilder solauge, his cr eine 
Prlmie crlillt, und zmar sainmclt or aus- 
sclilicl3licli a m  I'nlteteii, dic or selbst lcaufl. 

I n  Wirlilichlteit wcrtl'cii tlicse Voraussetzun- 
::en natiirlicli durchbroclieu : Die Klufer tau- 
schen ilire Bildcr a m  odcr sic werfcri sie fort, 
dcr VcrltBnPcr lialltl eiii Biltl vorentlialtcii LISW. 
U'ic inau siclit, 1i:uui disc ~icli lcrfi i l l~uig der 
Vorausx3zungen sowolil tlic cine, wime die an- 
dcre Partei bcgiinstigcn und elmi deshab  
schcint inir dic 13crechiirriig dcr Durchschnitts- 
enlil utilcr c h i  besagleu Yoraussctzuiigcii min- 
tlcstens als 'erslc Oricntierung cinen gcwissai 
WwL zii liabeu. Icli will die Herechnung in 
folgcndeiii allgemciuen Fall durchfiihir?n: Die 
volle Kollcktion euthiilt n \wschictleiie Bilder 
(anstalt 72) irnd der Kiiufer ~crliLilt in jedem 
h k e t  m vcrschiedene (anstatt 2). Gesuclit ist 
If = A,, +,, die durchschnittlichc Anzahl der 
Palcete zu I n  Bildci-n, die der ILiufer liaufen 
muD, um alle 11 verschiedcne Bild'cr zu whallen. 

Wohlbekanntl) ist die Walirschehlichkeit 1Vk 
dafiir, daO der Iiiufer in i: Pak,eteii slnitliche 
11 Bildcr vosfindet: 

T. = 1 - (;) ?J,k + (;) q k  - . . . + 
t (- 1)R Unb . I , (l), 

wobei 
(n-n  (n-i- 1). . . (n - i--m + 1) ______ 

uf- 7 (n-11) ... (* - -m+ 1) 
Die M~ahi~scheinliclil~eil da~ilr ,  daO der Kiiu- 

fer, der seine Palcete sulrzessivc ltauft, seiiic 
Iiollektion voti R Bildern mit dem k ten  Paket 
ahschlielt, ist offenbar 1Yr - Wk-1. I)nlitX 
is1 die gesuchte Durcliscliiiittszalil 
71s 1w'l + 2 (WS- wl) + 3 (wa - w2) + . . . (2). 

'1 Vergl. E. B. A. A. Morkoff ,  Wahrscbeinlich- 
keitereohnung, Leiprig und Berlin 1912, 8. 101 
bis 108, insbesondere die Brage 5 auf S. 102 und 
deren Barntwortang 8. 105. Die Buchstaben R, 
m, k hahen bier dieselbe Bedeutung wia bei 
Markof f, 

Ini Uclwrgang ziir ewcitcn Zcile warde 
llm 6 (kirk - 1) = 0 

iiiid ini Ucbcrgmg zui- drittcii die Summen- 
forinel der geoiiictrischen Ik ihe  herucksiclitiyt. 
icli setec ferner 

I - t m  

1 - - -  1 

l+) (1-2;). . . (1- A) n--m+ 1 
1 1 - - = - +./(c) , * , . . . (4), n x - h x * + .  . . a x  

a O ~ C I  a,  b versrliiedene symnielrisclic I;uulitio- 
iicn dei-sclheii m GrBUwi siiid, 

(51, fl = - + ~ + . . , + ~- - --- 1 1  1 
71 n - 1  ? Z - - m + l  

+- +...+ b = - -  1 I 
nh-1) ' a h - 2 )  

1 
(n--m+2, ( m - - m + l )  + . . . . .  (6). 

Mit  diesen I<czcichuuii&wn fiiitlct ni:ui 
b 

J ' (0)  = 7 . (71, a' " " * '  

I f =  [(;)-(I)+ +(")'-,.. 8 3  

13rriicksiclitigt nxui, d:tD dic crslr crliigcs 
lilaiiuner rechts' in (8) 

1 1 

0 

=j(l + t + * .  . + P I )  d t  
0 

isl, so erhiilt man mit der iibliclicii Bczeirh- 
muig der Differeiireiirecliiiiin~ 

1 1 1  1 If", *) - -- (1 + j- + -3- + . . . + -) + 
+f(0J-(-1)"4~~(0). . . (9). 

Icli h&e dic heiden S*pezialfiille I J I  - I f  2 
llervor: 

f 1 1  H,,, I = n 1 + - + + . . . + ; ) (to), 
( 2 3  

n (n - 1)' [(I + 7 1 i-. . . + -,) 1 + 
+-(1--- 1 

H,,, 1 = ,1 1 

2 n - 1  1 2 n - 2 )  



Mali ltanii sic11 ilberzengen, indem man 
1 1 + f (s) durcli 
x a  z m  

1 - (1 ---) 
approximaiiv crsetzt, daD An f (0) lei  festem 111 
uiid unendlich wachsend'eni rz gegen 0 sll-ebt. 
Inclem man nocli die beltannte Formel 

1 1 1 
2 n 2n 1 + - + . I . + - = log 11 + y + - + .. (12) 

htranzieht, wobci y = 0,5772, .. . die E u l e r .  
sche Koustnnte ist, erhalt mail leicht ails (9), 
(7), ( D ) ,  (5) 

niit E.--+ 0 far I1 -+ 00 bei fest,em rn. 
FCir das eiogaugs erwiihnte Beispiel fiudcl 

iiiaii ails (11) uiid (12) oder auf Gnajd V O ~  
(13), worin E, Null gesetzt wird, 

H T S , ~  = 174,O. 
Der Iiuiide wird aIso durchschuittlicli 17.1 

I'acliungen mit je 2 Bildern kaufen niiisseii, 
iim einmai die Primie zu erwerben. 

Aiif Gruiid von (13) findet sich feriicr 1) 

Zurich. G. I'blya. 18 
&j,i = 89,s I 

Bcmerkuqen t u  einem Satte von H e m  
Zermelo. In einer kiirelieh erechienenen 
Arbeitz) bcwcist 1Icrr Z c r n i e l o  cinen ziem- 
lich allgemeinen Satz uber die Auflasung 
cines Sy8tems von n homogenein nicht als 
linear vorausgesetzten Glmeichungen durch e h  
konvergentes Iteratiorupwfahnen. Zu dieseni 
Satz werden im fQlbyzIde11 zwei Bemerkungeni 
gemaclit uiid es wird auf cine beincrkmswerte 
Analogie zwischen seiner dort gestellten Bedin- 
gung und eiuer iu der Statik auftretmdein 
Eigenschaft hingewiesen. 

1. D a s E i g c n w e r t p r o b 1 Ne in 1 iue a r e r  
Gleichungen.  Der Satz von Z e r m e l o  law 
let niit e in we sent lichen Kurzangen: 

zBesitzt ein System von i t  Gleichungen hi 
n Variablen 

e i n c  p o s i t i v e  L o s u n g  u , ) O ,  d a n i i  e r -  
l i i i lt  man d i e s e  Liisung d u r c h  e i n  lcon- 
v c r g e n t c s I 1  e r a t  i o  n s v e r  f a h r e 11 

Ur=fr(Ui , t ia . . .  . U n ) = f r ( ~ ) ,  ( ~ = 1 , 2 ,  ... n) (I)  

1 (2) 
sv (v f 1) = f i  (&)) 

(r = 1,2, , . . n), (v - 1,2,, . .) 
ausgehend von eiriem p o s i t  i v en aber sonst 
willkfirlichen System x,W, (r  =1,2 , .  . n), falls 
die liolgenden 13ediugungei~ erfullt siud: 

1 Die f r ( u )  seien r e e l l e  u n d  s t e t i g  
d if Per cii z i e r b  a r e  Funktionen und h o m o  - 
g e n  v o n  d e r  J l i i n e n s i o n  E i n s  (d.h. 
1; (1 u )  == 1 f r  ( 1 1 )  f i i r  positive 1). Ferner lie- 

Vergl. mft M i r k o f f  n. a. 0. 8. 108 nnd die 
hieaige asymptotieche Formel (15) rnit der dortlgen 
flir k nuf 8. 107. 

a) E. Zermelo ,  Moth. 2s. Bd. 20 (1028), Selte 
488 bis 460. 

- 

get1 ihre Funktionswerte zwischen p o s i t  i -  
ven e n d l i c h e n  S c h r a n k e i i  fur positive 
~uicl beschriiiikte Werte der unabhtingigeii Va- 
riablen. ])as letztere gelte auch fiir d i e  pnr-  

l i e l l e n  A b l e i t u n g e n  f r , ( z ) = - - f r  (%), SO- 

writ diesc nicht identiscll verschwindem. 
2. E s  s e i  f r , f O  fur  jeden positiven Be- 

reich der Variablen. 
3. Es g e b e  b e i  j e d e r  E i n t e i l u n g  d e r  

Z a h l e n  1,2, ... n i n  z w e i  ILlassen ( r , s )  
m i n d e s t e n s  e i n  Z a h l e n p a a r  r , s ,  wo r 
d e r  e i n e n  rind s d e r  a n d e r e i i  K l a s s e  
a i i g e h B r t ,  f u r  w e l c h c s  f r . + O  ist.cc 

Nit einer Umformung dieser letzlen Bedin- 
gung wird sicli uiisere zwcile Bemerknng be- 
inssen. - 

Zuniiclisf aber spezialisieren wir deli Satz 
auf den Fall 1 i n  e R r - homogener Gle ich~ul~n ,  
d. 11. 
fr ( ~ 1 ,  ~ 9 ,  . . . un) =art u1 -Furs us +. . . + U r n  Un, 
d a m  tritt an Stelle von (1) das System 

8 
4 3)r 

n 

0 x 1  
u, =. L! url ui (r = 1,2,. . . n) . . (3') 

oder in Vektorschreibweke, wenn u den Vek- 
lor mit den Komponeuten u, (r = 1, 2, . . n), 
und % die Matrix mit den Elementen be- 
zeiclinet (1, y. = 1, 2 , .  . . n )  

und an Stelle von (2) der Iterationsansatz: 
u = % [ a . .  . . . . . . . (3) 

Jfv + 1) = 9l@) . . . . . . , (4) 

u==r2%1t. , . , . . a . . (5) 

Wir wollen nun das a l l g e m s i n e r e  Sy.  
s t e m  

betrarhten, wo X einen willkurlichen Para- 
meter bezeichnet und wigen, daD dcr Satz 
vou Zer ine lo  auch die Losung von (5) mit- 
tels der Iteration (4) zu fiiiden gestattel, wo- 
bei sich durch dieselbe Rechnung der ZII der 
Losung gehorige Eigenwert ergibt. 

Bezeichnet uo die als existierend voraiisgo- 
setzte positive Eigenlbsung von (5), h, deli zu- 
gehiirigen positiven, reellen Eigenwert, so tin- 
terscheideu sich die Iterationsvektoren $J), die 
man ausgehend vou $1) = ~(1) mittels drr Itc- 
ration 
ab * 1) = &,% $4 i ~ a  23 $4 (mit 39 2I = 9) (6) 

bildel, n u r  d u r c h  d e n  F a k t o r  X " v - 1  voii 
den in (4) eingefiihrteii ;c(v). 

a(.)== i;-l ~ . ' ( v ) .  . . . . . . . (7). 

Nach dem Satz von Z e r inel o lionvergieren 
aber die $v) dler G r  bD e u n d  I\ i ch  t n  11 g 
riacli gegen die zum Eigenwert Eins yehdrigc 
positive Eigenliisung von [a = 8 W, das ist UO. 
Es konvergieren also wegen (7) auch die $4 
d e r  l i i c h t u i i g  n a c h ,  und zwar gleichfalls 
gegen  d i e  R i c h t u n g  voIiuo7 wahrend ihre 
GroBe asymptotkch wie eine geometrischo 
Reihe mit dem Quotieilten 1, zu- bzw. ab- 
uimmt, wie m u  auch aus (7) sieht. 

(r 5 I ,  2,. . . TI). . (a), a&,(.) 
lim - 3 10 

r+m S A Y  + 1) 


