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ADCP(声学多普勒流速剖面仪)河流流量测验涉及大量
的小样本：样本量n = 2, 4, 6, … 

测次 开始岸 开始时间 
流量 
（m³/s） 

测次流量与平均流量差 
（%） 

1 左岸 14:25:49 1873.2 -0.62 
2 右岸 14:31:28 1872.6 -0.66 
3 左岸 14:46:10 1901.0 0.85 
4 右岸 14:51:26 1893.1 0.43 
平均 1885.0 

例：泰国Choa Praya 河 



根据《测量不确定度表示指南》，多次测量样本均值的扩展不
确定度计算公式为 
 
当总体标准差σ已知（B类不确定度评估）：                	
	
                    -- 不确定度‘约定真值’（z-区间半宽） 
 
 
当σ未知，用s替代（A类不确定度评估）：	
	
                   -- 简称 t 不确定度（t-区间半宽） 
 
式中：   z95 =对应于95%置信水平的 z-值 

  t95 =对应于95%置信水平的 t-值（自由度=n-1） 
 s =样本标准差 

为什么质疑学生氏t-分布?	



为什么质疑学生氏t-分布? (续)	

讨论两个不确定度评估的实际例子，引出两个悖论 



例 1: 密西西比河ADCP流量测验

测验次数: 30 
平均流量: Q=14,240 m3/s （流量‘约定真值’） 
标准差: σ=223 m3/s （标准差‘约定真值’）（仅考虑随机误差） 
  
考虑前两次测验: 
测验 1 流量:  Q1=14,101  m3/s 
测验 2 流量:  Q2=14,470 m3/s 
两次测验平均流量: Qmean=14,285.5  m3/s （Q的无偏估计） 
样本标准差: s=260.92 m3/s （σ的有偏估计） 

注：‘约定真值’=‘conventional true value’ 



前两次流量测验不确定度（相对值） 

不确定度‘约定真值’（σ已知，z-区间半宽）	
 
 

 
2.17% 

 t 不确定度 （σ未知用s替代，t-区间半宽） 
 
 
 
 

 
16.46% 

这个结果显然不可信  



ADCP流量测验现场“1.96西格玛”质量保证 

ADCP流量测验国际标准ISO:24578:2021(E)规定： 

在水流稳定情况下，至少实施往返两次测验（测次n=2，4，6，…），测验总历
时不应小于720秒。 所有测次流量的平均值作为当前流量值Qmean 。如果相
对扩展不确定度REU等于或小于最大允许值4.09%，接受当前流量值Qmean
作为实测流量，停止测验。否则增加两个测次。所以实际测验中，n=2，4，6，
…，直到REU≤4.09%为止。 

对于密西西比河ADCP测验，按照n=2依此组合得到29个流量值。 
因为REU‘约定真值’=2.17%<4.09%，这29个流量值都可以接受作为实
测流量，实际保证率为100%。 

“1.96西格玛”质量保证标准对应于‘标称’保证率95% 



如果σ未知用s替代，对应于这29个流量值的 t 不
确定度很大，导致其中21个流量值不被接受：错误
拒绝率(false rejection rate)为72%  
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 “不确定度悖论”

对于小样本， t 不确定度的数学期望大大偏离不确定
度‘约定真值’ (也即A类评估与B类评估不一致） 

不确定度与样本量的
关系遵从-1/2幂定律 
-- 物理定律 
 
显然，t 不确定度背离
物理定律 
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如何解决“不确定度悖论”? 

基于中心极限定理，样本均值量服从正态分布。不确定度‘约
定真值’正比于该正态分布的尺度参数。因此，不确定度‘约定
真值’的无偏估计等同于尺度参数的无偏估计(统计推断)。即： 

式中： c4 =样本标准差偏差修正因子 

这个无偏估计方法已经被纳入ADCP流量测验国际标准 
ISO:24578:2021(E) 



不确定度‘约定真值’（σ已知，z-区间半宽）	
 
 
 

 
2.17% 

无偏估计方法（σ未知用s替代） 
 
 
 
 

 
3.18% 

 t 不确定度 （σ未知用s替代，t-区间半宽） 
 
 
 
 
 
 

 
16.46% 

前两次流量测验不确定度（相对值）比较 



对于密西西比河ADCP测验，无偏估计方法只导致 
3个流量值不被接受：错误拒绝率为10%，无偏估
计方法已经偏于保守。(比较： t 不确定度的错误
拒绝率为72%) 
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例 2: “巴利科悖论”

巴利科（Ballico）发现使用《指南》WS-t 方法进行不确定度
评估的一个反常现象（WS 表示计算有效自由度的Welch-
Satterthwaite公式）。巴利科的实验室对一个温度计在两个
量程下进行检定：高精度量程 1 mK 和低精度量程10 mK。
根据常识，1 mK 量程不确定度必定小于 10 mK 量程不确
定度。然而，与常识相悖，1 mK 量程不确定度为 37.39 mK
，大于 10 mK 量程不确定度35.07 mK！ 
 
“巴利科悖论”导致无法向客户提供‘检定证书’ 



为什么会出现“巴利科悖论”?

在WS-t 方法中，扩展不确定度 = 近似 t 区间半宽。 
即： 

式中： tp,veff =对应于p%置信水平的 t-值 
 veff =有效自由度（用WS公式计算） 
 uc(y)=综合标准不确定度（包含A类和B类不确定度分
 量），根据‘不确定度传播定律’计算 



“巴利科悖论”不是偶然的

σx、σy已知，z的不确定度‘约定真值’为： 

假定σx未知用sx替代，t 不确定度为： 

考虑测量模型： Z=X+Y，X、Y 服从正态分布。从X中抽取n个值，Y中取一
个值，则有： z=1/n(x1+x2+…xN)+y。 

n=2 n=3 



如何解决“巴利科悖论”?

三种方法可以解决“巴利科悖论”，三种方法都基于
中心极限定理和无偏估计 

z-based MCM（蒙特卡洛方法），使用 scaled and 
shifted z-分布 （即正态分布） 

方法 1, WS-z 方法: 

方法 2: 

方法 3: 

所有A类不确定度分量用c4 修正 



“巴利科悖论”的三种解决方法

 
“巴利科悖论”的三种解决方法及与《指南》 WS-t 方法的比较 



发现‘t-转换扭曲’  

•  造成“不确定度悖论”和“巴利科悖论”的根源是什么? 

•  这个问题困惑了我整整9年（2006至2015），直到2015年2
月读到Harrell一篇博文中的一句话：“Playing with 
transformations distorts every part of statistical 
inference…（使用[变量]转换会扭曲统计推断的每个部分）”
，茅塞顿开。 

•  问题的根源是：原始样本空间 Ω（ε，s）通过 ‘t-转换’变成了
Ω（t，s）。 基于t-分布的推断是在‘t-转换’的样本空间 Ω（t，
s）进行的。然而，‘t-转换’扭曲了统计推断。 



比如将柿子做成柿子饼是一种“转换”。根据柿子饼的形状 --“
扭曲”的形状 -- 不可能正确推断柿子的形状。  

https://baike.sogou.com/v133489.htm 



‘t-转换扭曲’ 

下图显示仿真模拟的样本误差ε-- 样本标准差s数
据（用σ标准化）：n=4 

原始物理平面的数据： z-区间边
界为两条平行线，t-区间扇形区域
边界为两条斜线 

t-转换平面的数据：z-区间和数据
发生了扭曲，t-区间边界变为两条
平行线 
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t-区间与z-区间的比较(原始物理平面) 

t-值=z-值时，z-区间和t-区间
的“覆盖概率”相同。例如：
p=95%。但是，它们分别“
覆盖”不同的数据（样本）。 
 
也就是说，t-区间的“内容”不同
于z-区间的“内容”。 
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t-区间（扇形区域）： 

z-区间（带形区域）： 



教科书对t-值的解释是错误的 
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为什么这种解释是错误的？ 
 
（1） z-值是z-区间边界水平线
的截距因子，t-值是t-区间边
界斜线的斜率因子；水平线和
斜线不可能重合。所以即使样
本量很大时t-值接近z-值， t-
值的数学意义依然与z-值不同。 
 
（2） t-分布的尾部是由t-区间
扇形区域以外的数据构成的，
其中包含大量误差很小的数据
，即它们对应的样本均值实际
上与总体平均值的距离很小。 

在统计学教科书中，t-值被认为与z-值
具有相同的意义: 量度样本均值与总
体均值的距离；对于相同的覆盖概率，t
-分布的尾部较厚重,所以t-值大于z-值
，意味着t-分布更容易产生远离总体
均值的值。 



关于学生氏t-分布的几点澄清  

•  t 不是现实世界的物理量；它没有任何物理
意义： t = 噪声ε/噪声s 是什么意思? 

•  学生氏 t-分布不是‘误差ε’的分布；它是一
个扭曲的 z-分布（由于 t-转换扭曲）。  

•  Scaled and shifted t-分布不是样本均值量的
抽样分布。 

 
•  样本均值量的抽样分布是 scaled and shifted 

z-分布（即正态分布），无论尺度参数σ已知
还是未知。如果σ未知，可以取其‘点估计’值
，无论样本量大小。 



关于学生氏t-分布的几点澄清（续）  

 
•  学生氏 t-分布的数学推导没有问题。但是，由于 t 

-转换扭曲，基于学生氏 t-分布进行统计推断是
错误的。这是方法论的问题。 

•  ⻉贝叶斯方法采用1/σ先验得到 scaled and shifted t
-分布完全是“凑巧”。采用其它先验，例如1/σ2

，将得到不同的分布。有⻉贝叶斯学者认为1/σ先
验不符合正态分布参数的物理意义。 



 结论和建议

•  “不确定度悖论”和“巴利科悖论”是基于学生氏 t-分
布推断的反例，足以证伪 

•  学生氏t-分布误导了小样本统计推断 
 
•  小样本统计推断应基于中心极限定理在原始物理平

面进行 

•  无偏估计方法可以给出不确定度的合理估计，并且符
合-1/2幂定律 

 
•  《指南》修正版应放弃置信区间，采用无偏估计方法 

•  应重新检查其它基于t-分布的推断方法 
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