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1 流流流场场场的的的运运运动动动学学学

1.1 描描描述述述流流流体体体运运运动动动的的的两两两种种种方方方法法法

有两种描述流体运动的方法：Eulerian表述和Lagrangian表述。
Eulerian表述：将流体看作一个在时空上连续变化的场，所有物理量都定义

为空间x和时间t的函数，例如速度场u(x, t)。
Lagrangian表述：跟踪某一个流体粒子的运动，所关心的物理量是该粒子的

质心位置a和时间t的函数，例如粒子的速度v(a, t)。
相比于Lagrangian表述，Eulerian表述有很多优点：（1）在大多数理论分

析中，采用Eulerian表述更加简单明了，特别地，Eulerian表述所关心的是场
量，我们可以利用强大的场论工具对流场进行分析；（2）流体力学中的许多
试验，诸如风洞试验和外场试验，往往比较容易观测到的是与流场有关的物理
量。（3）工程上关心的多是与流场有关的物理量，如速度、压力或温度等物理
量的时空分布，而不去关心一个流体粒子的运动细节。考虑到上述因素，在下
面的章节中，除特别说明外，均选用Eulerian表述，来探讨流场的运动规律或者
通过场函数来探讨流体粒子的运动规律。

1.2 流流流线线线

为了直观地描述流体的速度场，我们引入流线的概念。在某一时刻，如果
流场中一条线上任何一点的切线方向都与该点的速度方向平行，这条线称为流
线。流线的方程为：

dx

u(x, t)
=

dy

v(x, t)
=

dz

w(x, t)
. (1)

如果已知速度场，对上式求积分可以求出流线的具体表达式，注意式中的时间
在求积分时应看作常数。

只有当流场平稳的时候，流线与流体粒子的运动轨迹才会重合。另外，流
管也是经常使用的概念，它是指通过某一闭合曲线的所有流线组成的几何体。

1.3 随随随体体体导导导数数数

随体倒数建立了Eulerian表述和Lagrangian表述之间的联系。下面以速度场
为例，给出随体导数的表达式。
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如果速度场u(x, t)已知，那么如何根据速度场求出流体粒子在某一时刻
某一位置的加速度呢？设流体粒子在t时刻的位置为x，t + δt时刻所在的位置
为x + uδt。于是流体粒子的速度在时间t内的改变量为：

u(x + uδt, t + δt)− u(x, t) = δt

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
+ O(δt2).

因此，粒子的加速度为：
∂v

∂t
=

∂u

∂t
+ u · ∇u. (2)

上述推导可推广到其它的物理量：已知采用Eulerian表述的物理量θ(x, t)
（这个量可以是标量，也可以是矢量），可以求出流体粒子相应的物理量

∂Θ(a, t)

∂t

∣∣∣∣
a=x

=
∂θ

∂t
+ u · ∇θ. (3)

上式中对流体场θ(x, t)的求导，定义为随体导数：

D

Dt
=

∂

∂t
+ u · ∇. (4)

1.4 连连连续续续性性性方方方程程程

连续性方程又称质量守恒方程。考虑空间中某一块具有任意形状的区域，
单位时间内流入这个区域的流体质量为：

f = −
∫

ρu · n dS.

式中的积分涵盖该区域的整个表面积，并且根据Green公式，

f = −
∫
∇ · (ρu) dV.

另外，单位时间内该区域中流体质量的增加量等于

d

dt

∫
ρ dV.

上式中的积分是在整个区域中进行的。如果该区域内不存在任何流体源（比如
任何排水管或水泵）的话，

f =
d

dt

∫
ρ dV = −

∫
∇ · (ρu) dV.

由于积分区域是任意选取的，去掉积分，我们就可得到连续性方程：

dρ

dt
+∇ · (ρu) = 0. (5)
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1.5 不不不可可可压压压缩缩缩性性性

流体粒子在运动过程中，如果其密度不随压力的变化而变化的话，我们就
说该流体是不可压缩的。

根据（4）和（5）式，可以用随体导数表示表示连续性方程：

1

ρ

Dρ

Dt
+∇ · u = 0. (6)

由于流体粒子的体积随时间的变化率是:

lim
τ→0

1

τ

dτ

dt
= lim

1

τ

∫
u · n dS

= lim
1

τ

∫
∇ · udV

= ∇ · u, (7)

因此（6）式的物理意义是：当流体粒子质量守恒的时候，流体粒子的体积变化
率和密度变化率大小相等，但相差一负号，这是很显然的。当流体不可压缩的
时候，Dρ/Dt = 0。根据（6）式，

∇ · u = 0. (8)

这就是无源不可压缩流体的速度场所应满足的方程。
严格地说，现实世界中所有的流体都是可压缩的。但是当流体满足下述条

件的时候，可以近似看作是不可压缩的1：
1、如果流体是平稳的，流体的速度|u| ¿ c，其中c是声速；
2、如果流体是不平稳的，除了条件（1）满足外，还要求τ À l/c，其

中τ和l是流体的速度发生明显改变的特征时间和距离。

1.6 流流流函函函数数数

如果流体是不可压缩的或者是可压缩的平稳流，并且流体是二维的或者是
轴对称的2，那么我们可以引入流函数，从而将两个速度分量的求解转化为对一
个标量函数的求解。

首先，讨论二维不可压缩流体的流函数及其性质。对于不可压缩的二维流
体，连续性方程为：

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0.

因此，存在标量函数ψ，其全微分为dψ = udy − vdx。因此，

u =
∂ψ

∂y
v = −∂ψ

∂x
. (9)

标量函数ψ(x, y)称为流函数。
二维不可压缩流体的流函数具有以下性质：

1Landau and Lifshitz, Fluid Mechanics, second edition, p.21
2二维流体的速度场在直角坐标系下可以表示为(u(x, y), v(x, y), 0)；轴对称的流体在柱坐

标(z, r, φ) 下，其速度场可以表示为(uz(z, r), ur(z, r), uφ(z, r))。
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1、设P和Q是xy平面内任意两点，ψP和ψQ是这两点的流函数，于是：

ψP − ψQ =

∫ P

Q

(udy − vdx)

只要积分路径上每一点都满足不可压缩的条件。另外可以证明，通过积分路径
的面积通量为：

dS

dt

∣∣∣∣
P

Q

=

∫ P

Q

u · n dl =

∫ P

Q

(udy − vdx)

其中，n是垂直于线元的单位矢量，并且从O往P看，n指向线元的右侧。因此，

ψP − ψQ =
dS

dt

∣∣∣∣
P

Q

. (10)

这说明，曲线两端点的流函数之差等于单位时间通过这条曲线的面积，只要这
条曲线上每一点都满足不可压缩条件。

2、从Q出发沿不同的路径到P，如果这两条路径上的每点满足不可压缩条
件，那么这两条路径围起来的区域中面积的增加率为：

dSQP

dt
=

∫ P1

Q1

(udy − vdx)−
∫ P2

Q2

(udy − vdx).

如果这个区域中的流体是不可压缩的，那么dSQP /dt = 0，因此：

∫ P1

Q1

(udy − vdx) =

∫ P2

Q2

(udy − vdx).

相反地，如果区域中有部分不可压缩的流体，上述等式不成立，这样就会导
致ψP − ψQ有两个不同的值，这种情况下的流函数不再是单值函数。因此，如果
流体中每一点都是不可压缩的话，流函数是单值函数。

3、因为没有任何通过流线的面积通量，所以流线上流函数处处相等。这个
结论也可以根据（10）式和流线方程得到。

其次，讨论轴对称不可压缩流体的流函数及其性质。对于轴对称不可压缩
流体，其连续性方程为：

∂uz

∂z
+

1

r

∂(rur)

∂r
= 0.

根据二维流体的讨论，相应地我们可以定义流函数ψ(r, z)，它与速度场的关系
是：

uz =
1

r

∂ψ

∂r
ur = −1

r

∂ψ

∂z
.

在二维流体中，流函数包含了整个速度场的信息。而在轴对称流体中，根据流
函数不能求出uφ的值。

轴对称不可压缩流体的性质为：
1、设P和Q是轴平面内任意两点，于是只要积分路径上每点都不可压缩：

ψP − ψQ =

∫ P

Q

r(uzdr − urdz).
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另外，如果将PQ曲线沿对称轴z旋转一圈构成闭合曲面，那么流过这个闭合曲
面的体积流为

dV

dt
=

∫
u · n dS = 2π

∫ P

Q

r(uzdr − urdz).

因此，以轴平面上两点之间曲线为母线，绕对称轴旋转一周形成闭合曲面，那
么在这两点上的流函数之差等于通过闭合曲面的体积通量除以2π。

2、相应于二维流场，如果流体处处不可压缩，流函数为单值函数。
3、如果轴对称速度场没有φ方向分量，此时流线上流函数处处相等，这是

因为没有体积通量通过流管的外壁。

1.7 流流流体体体粒粒粒子子子速速速度度度的的的分分分解解解

流体粒子的运动可以分解为平动、形变和刚体转动，分析如下：
设流体中某一点O的速度为u(x, t)，其附近另一点的速度为u(x + r, t)，r是

这一点到O点的矢径。通过Taylor展开，并保留一阶小量，我们有：

ui(x + r, t) = ui(x, t) + δui = ui(x, t) + rj
∂ui

∂xj

.

将二阶张量
∂ui

∂xj

分解为对称和反对称张量:

∂ui

∂xj

=
1

2
(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

) +
1

2
(
∂ui

∂xj

− ∂uj

∂xi

) = eij + ξij.

其中，对称部分用eij表示，反对称部分用ξij表示。于是速度增量可以分解为：

δui = δus
i + δua

i ,

其中
δus

i = rjeij δua
i = rjξij.

先来考察对称速度增量的物理意义。先将对称增量写成下面的形式：

δus
i = rjeij =

∂Φ

∂ri

,

其中，

Φ =
1

2
rkrlekl.

然后旋转坐标系，使得坐标轴与二阶张量eij的主轴重合。在新坐标系下，

Φ =
1

2
r′2i e′ii =

1

2
(ar′21 + br′22 + cr′23 ).

并且，二阶张量的迹是标量，在坐标变换时是不变量：

e′ii = eii = a + b + c.

因此，在新坐标系下，速度的增量为

δu′ = (ar′1, br
′
2, cr

′
3). (11)
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根据（11）式，可以看出:
1、平行于主轴的直线，只会沿主轴被拉伸或压缩。在每个主轴方向，其

形变速率（单位时间内的形变量除以形变前的长度）为分别a、b和c。对于其
它方向的直线，除受到拉升或压缩外，一般还会向形变速率快的方向旋转。如
果a = b = c ≡ k，那么在任何方向的直线都会沿着自身的方向以相同的速率k伸
缩。因此，二阶张量eij被称为形变率张量，其在主轴坐标系下的对角元，决定
了与主轴平行的直线的形变速率。

2、设想有一个球形的流体粒子，受（11）式支配，发生形变，变成一个椭
球体，椭球体的主轴即为eij的主轴方向。在形变过程中，主轴方向的直线会沿
着主轴拉升或压缩，而偏离主轴的直线其在主轴平面上的投影会向椭圆的长轴
方向移动，这就好像气球在短轴方向受到挤压，球面上的点向长轴靠拢。

3、对于不可压缩流体，∇ · u = 0，因此不可压缩流体粒子在形变过程中
体积不变，并且eii = 0。而对于可压缩流体，我们可以将形变率张量分为两部
分：

eij = ei
ij + ev

ij =
1

3
eiiδij +

(
eij − 1

3
eiiδij

)
.

很明显，ei
ij表示各向同性的伸缩，ei

ij的迹4 = eii = ∇ · u，表示流体粒子在形变
中体积的变化率或称为局域体积变化率，参见（7）式。ev

ij的迹等于0，表示等
体积的形变。

综上述，δus会引起流体粒的形变。对于不可压缩流体，流体粒子的体积在
形变中保持恒定。而对于可压缩流体，形变可看作是各向同性形变和等体积形
变的叠加，前一种形变会改变粒子的体积。
再来考察反对称速度增量的物理意义。反对称张量有三个独立的变量，一

般可以写成下面的形式：

ξij = −1

2
εijkwk.

因此，反对称速度增量为：

δua
i =

1

2
εikjwkrj,

写成矢量形式：

δua =
1

2
w × r. (12)

根据（12）式，可以看出：
1、刚体的运动可以分为平动和转动，其中转动的线速度：

u = wr × r, (13)

其中，wr = ∇ × u是刚体的角速度。将（12）式与（13）式进行对比可知：如
果扣除形变，流体粒子可看作刚体，反对称张量就是刚性流体粒子绕O点转动

的线速度。相应地，流体粒子的角速度为
1

2
w =

1

2
(∇r × δua)，其中w称为局域

涡旋(vorticity)，所谓局域，指的是涡旋与空间坐标有关，整个流体并不像刚体
那样有相同的涡旋。∇r表示对矢径求导。

2、因为ξij =
1

2
(
∂ui

∂xj

− ∂uj

∂xi

)，故而

w = ∇x × u,
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其中∇x表示对坐标求导，于是：

∇x × u = ∇r × δua ≡ w. (14)

上式有什么物理含义呢？根据Stokes公式，在很小的一块圆形面积内，

1

2
w · n =

1

2
[∇× u(x)] · n ≈ 1

2πa2

∫
[∇× u(x + r)] · n dS =

1

2πa2

∮
u(x + r) · dr.

其中，a表示这块圆面的半径，n表示圆面的法向单位矢量。上面的等式中最左

边
1

2
w · n表示反对称速度增量沿圆面边界的切向速度（该切向速度在边界上处

处相等）除以半径a，等式最右边
1

2πa2

∮
u(x + r) · dr表示沿着圆面边界的平均

切向速度除以半径a。因此，（14）式表示：扣除掉平动和变形后，流体粒子刚
性转动的线速度（也即是反对称速度增量），沿其内部某一圆环的切向分量等
于流体粒子的真实速度（未分解前的速度）沿同一圆环的切向分量的平均值。
为什么会这样呢？我们考察一下平动和变形就知道：平动的切向分量沿着平动
方向几乎处处反对称（所谓反对称，就是绕动方向相反，一个沿逆时针，另一
个沿顺时针，但两者大小相等。“几乎” 表明最高点和最低点是例外，两者切
向速度对称，但这两点的贡献平均后为零），因而对平均切向速度没有贡献。
另外，变形的切向分量沿着主轴方向反对称，也对平均切向速度没有贡献。最
后只剩下反对称速度增量或者说是流体粒子的刚性线速度对平均切向速度有贡
献。

综上述，反对称速度增量表示流体粒子刚性转动的线速度，并且通过
（14）式可以利用速度场直接求出角速度或涡度的分布。这个等式的物理意义
是：由于平动和变形运动的切向分量反对称，流体粒子粒子刚性转动的线速
度沿其内部某一圆环的切向分量和真实速度沿同一圆环的切向分量的平均值相
等。

例子：剪切运动中流体粒子速度的分解
流体流动的方向设与坐标轴x1平行，与流动方向垂直的坐标轴设为x2，于

是剪切运动的速度场为：
u = [u1(x2), 0, 0].

于是：

eij =
1

2

∂u1

∂x2

,当i 6= j = 1, 2 w = ∇× u =

(
0, 0,−∂u1

∂x2

)
.

先分析刚体旋转运动。从w的表达式可以看出这是绕x3瞬时针方向的刚体
旋转运动。另外，可以求出刚体旋转的线速度为：

δua =
1

2
w × r =

(
1

2
r2

∂u1

∂x2

,−1

2
r1

∂u1

∂x2

, 0

)
.

再分析形变运动。由于eii = 0，因此只有等体积形变。另外，可以求

出eij的主轴方向的单位矢量：

(
1√
2
,

1√
2
, 0

)
,

(
− 1√

2
,

1√
2
, 0

)
和(0, 0, 1)，以及主

值：
1

2

∂u1

∂x2

,−1

2

∂u1

∂x2

, 0。在主轴坐标系下，形变速度增量为：

δus =

(
1

2

∂u1

∂x2

r′1,−
1

2

∂u1

∂x2

r′2, 0
)

.
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从上式可以看出，剪切运动的形变具有以下特征：
1、沿两个坐标轴方向分别存在压缩和拉伸形变，并且压缩率和拉伸率相

等；
2、沿另一个坐标轴方向没有形变。
根据这些特征，我们可以将流体粒子的形变运动分解为各项同性形变、

剪切运动和刚性旋转运动。证明如下：流体粒子的形变可以分为各向同性形

变
1

3
eiiδij和等体积形变

(
eij − 1

3
eiiδij

)
。其中，等体积形变运动在主轴坐标系下

的速度增量为：

δu =

[
r′1

(
a− 1

3
eiiδij

)
, r′2

(
b− 1

3
eiiδij

)
, r′3

(
c− 1

3
eiiδij

)]

=

[
r′1

(
a− 1

3
eiiδij

)
, 0,−r′3

(
a− 1

3
eiiδij

)]

+

[
0, r′2

(
b− 1

3
eiiδij

)
,−r′3

(
b− 1

3
eiiδij

)]
.

上式中第一项加上局域涡度为±
(

a− 1

3
eiiδij

)
的刚性转动就是剪切运动，第二

项加上局域涡度为±
(

b− 1

3
eiiδij

)
的刚性转动就是另一个剪切运动，所以等体

积形变又可以分解为两个剪切运动和两个刚性转动，证毕。
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