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牛顿猝变动力学中的新守恒量
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摘要 :介绍了 S. J . Linz 考察的一种线性牛顿猝变动力学方程周期解的存在 ,并且讨论了与之有关的新守

恒量和势函数.
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在文献[1 ]向国人介绍急动度概念之后不久 ,文献 [ 2 ]便从反对和质疑的角度提出 :三阶微商或三阶微

分方程引进力学之后 ,“必定会出现新的守恒定律”问题. 这的确是一个合乎逻辑的猜测. 本文对新守恒量的

介绍 ,则从正面回答了这个从反面提出的猜测.

1 　一种线性牛顿猝变动力学方程的周期解和守恒量
S. J . Linz[3 ]指出 ,如果源自牛顿方程的急动度
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) (此谓史瓦兹定理) ,那么 ,这种急动度可给出牛顿猝变动力学方程.

接着 ,Linz 在文献[4 ] (p1 10921 114) 中考察了牛顿猝变动力学的一些基本性质 ,其中谈到某些牛顿猝变动

力学方程的周期解和守恒量问题. 比如 ,具有常系数 A 、B 、C 和单位质量的线性牛顿猝变动力学方程

x
⋯

+ A ẍ + BÛx + Cx = 0 , (1)

其周期解可以尝试用 x ∝ exp (λt) 表达 ,然后对本征值λ推得方程λ3 + Aλ2 + Bλ+ C = 0 .

而周期解则要求本征值之一是实数 ,并且是负半定的 (λ1 = - γ≤0) ,剩下的两个本征值则为纯虚数 ,并

且以实的ω共轭 (λ2 = iω,λ3 = - iω) . 这种本征值结构要求

A = γ ≥0 , B = ω2 > 0 和 C = AB = γω2 ≥0 . (2)

由此 ,便得到具有周期解的牛顿猝变动力学方程

x
⋯

+ A ẍ + BÛx + AB x = 0 . (3)

周期解则通常表明一个守恒量 (或第一积分) 的存在. 若取代换 y = Ûx + A x ,则 (3) 式可以改写为

ÿ + B y = 0 . (4)

显然 , (4) 式具有与“无阻尼简谐振动方程”相同的形式. 因此 ,它具有一个守恒量 ,其形式为

K = Ûy/ 2 + B y2/ 2 . (5)

若将 y = Ûx + A x 代回 (5) 式 ,便得 K = ( ẍ + A Ûx ) 2/ 2 + B ( Ûx + A x) 2/ 2 ,而这个新守恒量 K 的值则可

由初始条件 x (0) 、Ûx (0) 和 ẍ (0) 确定.

2 　牛顿方程
将 (3) 式对时间积分可得相应的牛顿动力学方程
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ẍ + A Ûx + B x + AB∫
t

x (τ) dτ = 0 , (6)

这是一个积分微分方程. 它描写具有附加记忆项∫
t

x (τ) dτ而且是存在阻尼的振动. 但 (6) 式在某些系数范围

内却可以有周期解和守恒量 K.

3 　势函数
Linz 认为 ,可以把具有第一积分 (或守恒量) 的猝变动力学方程 (1) 式或 (3) 式改写成包含任意势函数

V ( y) 的形式

x
⋯

+ A ẍ +
5 V ( y)

5 y y = Ûx + A x
= 0 , (7)

其第一积分则可写成

K = ( ẍ + A Ûx ) 2/ 2 + V ( Ûx + A x) . (8)

显然 ,如果势函数取做 V ( y) = B y2/ 2 = B ( Ûx + A x) 2/ 2 ,则有 5 V ( y) / (5 y) = B y = B ( Ûx + A x) . 将它

代入 (7) 式就构造出 (3) 式表征的线性猝变动力学方程. 如果势函数取 V ( y) = B y3/ 3 = B ( Ûx + A x) 3/ 3 ,则

有 5 V ( y) / (5 y) = By2 = B ( Ûx + A x) 2 . 若将它代入 (7) 式 ,就可构造出一个非线性猝变动力学方程 x
⋯

+

A ẍ + BÛx 2 + CÛx x + Dx 2 = 0 . 此式中的 C = 2 AB , D = A 2 B .

另外 ,这里若引入“类似的拉格朗日函数”�L = Ûy2/ 2 - V ( y) = ( ẍ + A Ûx ) 2/ 2 - V ( Ûx + A x) ,则由“类似

的拉格朗日方程”d
d t
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= 0 也可构造与 (7) 式一致的猝变动力学方程.

4 　结论
从牛顿猝变动力学守恒量等问题的考察 ,使我们得到下面几点结论 :1) 如果将 (4) 式、(5) 式和 (8) 式与

牛顿力学中的无阻尼谐振子问题相对照 , 就会发现 , K 与传统牛顿力学中的“机械能”相类似 , 而 ( ẍ +

A Ûx ) 2/ 2 和 V ( Ûx + A x) 则分别类似于“动能”和“势能”. 显然 ,这些“类似的能量”都不具有传统牛顿力学中

的能量的量纲 ,它们具有所谓“加速度能量”[526 ] 的量纲. 而且人们还可利用势函数来构造猝变动力学方程.

2) 由于 (6) 式中的记忆项的存在 ,使牛顿运动方程呈现为积分微分方程 ,而不是通常的二阶微分方程. 另外 ,

由于 (6) 式中的系数 A 代表阻尼 ,因此 ,一般来说 ,系统的能量不守恒 ,但 (6) 式是源自 (2) 式条件 ,却可以有

另外一个具有加速度能量量纲的新守恒量 K (文献[7 ] 则把这种具有加速度能量量纲的所有状态量通称为

Appell 函数) . 3) 物理学中的守恒量往往与某种对称性相关. 由此 ,文献[4 ] ( p1 113) 也指出 ,以 K 为第一积

分 (或守恒量) 的方程 (3) 式具有联合变换 ( t , x , A ) → ( - t , ±x , - A ) 不变性 (即对称性) . 4)J . B. Conant

曾经指出 :“科学不是随着新事实的积累而发展的 , ⋯而是随一些有效的新概念的不断发展而发展的. ”[8 ]现

在 ,经典力学也正随着加速度能量概念发展到新守恒量这种不断发展而发展.
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Influences of Kerr Effect and Virtual Photon Field on the Photon

Statistical Properties in the System of the Two Two2Level Atoms

Interacting with a Single Mode Light Fielt
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Abstract :In this paper ,the evolution ot the mean photon number in the system of two two2level atoms interact2
ing with a single mode light field in the Kerr medium is studied by C2RWA. The influences of Kerr effect and

virtual photon field effect on the photon statisical properties are also discussed. It has been shown that :the quan2
tum noise appears under C2RWA :the quantum noise becomes weak while ω, g and μ increase :the amplitude of

Rabioscillation decreases while g and μ inerease.
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Abstract :In this paper ,we introduce that a linear Newtonian jerky dynamics investigated by S. J . Linz can have

periodic solutions ,and discuss the corresponding new conserved quantities and potential functions.
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