
第三章 线性抛物型方程的 2L 理论 
张祖锦 David Zhang 

To mommy, daddy, and sister 
3 1. .设Ω是 nR 中的有界区域, ( )ija L Ω∞∈ , ( )c L Ω∞∈ ,且存在正常数µ使成立: 
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这里 ija 和c都是实值函数(下同).考虑特征值问题: 
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我们称是此问题有非平凡解 ( )1

0
u H Ω∈ 的复数λ为特征值,并称相应的非平凡解

( )1

0
u H Ω∈ 为特征函数.证明下列结论: 

 
( )i 上述问题的所有特征值都是实数 ,且对应于不同特征值的特征函数按

( )2L Ω 内积互相正交. 

 
证明 ( )a 上述问题的所有特征值都是实数. 
设λ是问题( )1D 的特征值,则 
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注 这里 ija ,c均为实值的. 

( )b 对应于不同特征值的特征函数按 ( )2L Ω 内积互相正交. 

设 ( ), ' 'λ λ λ λ≠ 为问题( )1D 的特征值,u,u'分别为 , 'λ λ 对应的特征函数,则 
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即 0uu'dx
Ω

=∫ , ( )( )2u u' L Ω⊥ 于 . 

  
( )ii 上述问题有无穷多个互不相交的特征值,它们构成一个趋于+∞的数列. 
 

证明 取常数 { };i,j ijC max ess sup | a |,ess sup | c |Ω Ω> ,由 
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定义 ( )1

0
H Ω 中的等价范数 
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这是由于 ( )ija L Ω∞∈ ;Poincare不等式及其一致椭圆条件.其产生的内积为 
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对于 ( )2u L Ω∈ ,映射 ( )1
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Ω∈ → ∈∫ 是线性有界的,由Riesz表示定理, 
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且w连续依赖于u ,即 ( ) ( )2 1
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而由Sobolev嵌入定理, ( ) ( )1 2

0
i : H LΩ Ω→ 嵌入是紧的,从而 
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是紧的.而弱解的定义可改为( ) ( )( ) ( )1
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由于Ki的对称紧性, ( )1

0
H Ω 为无穷维的Hilbert空间,及Hilbert Schmidt− 理论,其

有可数多个实特征值,记为 

1 2 n, , , ,µ µ µ⋯ ⋯ . 

对 ku∀ ,取其属于它的特征函数 ( )1
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( )iii 存在 ( )2L Ω 的正交规范基底(即完备的规范正交系) { }
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u

∞

=
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ku 都是上述特征值问题的特征函数.特别,每个 ( )1
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证明 由于Ki的紧性, ( )k kdimKer I C Ki nλ − + ≡ < ∞  ,从而 
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再对其在 ( )2L Ω 中Gram Schmidt− 正交规范化 ,不妨仍设为 { }
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( )iv 对应于每个特征值的特征子空间都是有限维的,每个特征值的几何重数

(即特征子空间的维数)和代数重数(即广义特征子空间的维数)相等. 
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( )v 特征函数列{ }
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( )vi 对任意 ( )2u L Ω∈ 成立下列Four ier展开: 
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这里的和式按 ( )2L Ω 范数收敛到u .如果 ( )1
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因 ( )2u L Ω∈ 及 2L 中Fourier展开的唯一性,有 

1 2
k

k

k

b
a ,k , ,

Cλ
= =

+
⋯  

从而 

1 1

k
k k k

k k k

u
a u b u

Cλ

∞ ∞

= =

= =
+∑ ∑ (于 ( )1

0
H Ω ) 

 
 
 ( )vii 如果 CΩ ∞∂ ∈ ,且 ija ,c C∞∈ ,那么每个特征函数 ku C∞∈ . 

 
 证明 由椭圆型方程的 2L 理论中的解的高阶正则性及Sobolev嵌入定理有之. 
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其中M 是任意取定的满足条件 ( )1 2k M k , ,λ > − = ⋯ 的正常数.特别,当 0c ≥ 时,

可取 0M = . 
 
 证明 由( )vi 及Parseval等式,有 



( ) ( )1

0

2 2

1 1

k k kH
k k

|| u || b C a
Ω

λ
∞ ∞

= =

= = +∑ ∑  
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即两范数等价. 
 
 至此第一题完全证明. 
 
 
3 2. .设Ω是 nR 中的有界区域, ( ) ( ) ( )2
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考虑初边值问题 
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应用题3 1. .的结论给出这个初边值问题的弱解.并证明: 
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注 本题需应用下述无穷级数的Lebesgue控制收敛定理:  
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