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第四章 DeGiorgi迭代和Moser 迭代技术 

张祖锦(David Zhang) 

中山大学数计学院 

1. 设 3p n> ≥ , 0 c M≤ ≤ , ( )*pf L Ω∈ , ( )i pf L Ω∈ , ( )1u H Ω∈ 为方程 

( )1 i iE u cu f D f ,x Ω−∆ + = + ∈  

的弱解,则 
1 1

p* p

i
n p

L L
supu supu C f f
Ω Ω

Ω
−

+
∂

 ≤ + +  
 

1 1

p* p

i
n p

L L
inf u inf u C f f
Ω Ω

Ω
−

−
∂

 ≤ − +  
 

其中 *

np
p

n p
=

+
, { }0s min s,− = , ( )C C n,p,M,Ω= 且与 Ω 的下界无关. 

证明 ( )a 设 l supu
Ω

+
∂

= .对 k l∀ > ,作 ( ) ( )1

0k u k Hϕ Ω+= − ∈ , 作为试验函数代

入方程( )1E 弱解的定义式,有 

( )i
k k k i ku dx cu dx f f D dx

Ω Ω Ω
ϕ ϕ ϕ ϕ∇ ∇ + = +∫ ∫ ∫i  

即 
2 2 i

k k k k i kdx c dx k dx f dx f D dx
Ω Ω Ω Ω Ω
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∇ + + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 记 ( ) ( ){ }A k x ; u x kΩ= ∈ ≥ ,则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2 2 i

k k k k i k
A k A k A k A k A k

dx c dx k dx f dx f D dx *ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∇ + + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

现如今, ( )0 0 0kc M,k l supu , u k
Ω

ϕ+ +
∂

≤ ≤ > = ≥ = − ≥ ,有 

( )* 式左端
( )

2

k
A k

dxϕ≥ ∇∫ ; 

对( )* 右端第一式,因 ( )1 2

0

*
*p

kf L , H Lϕ Ω∈ ∈ ⊂ ,利用推广的Holder不等式,有 

2 1 1
1

2 2

n p n

np n p

 + − + + − =  
 

( )
( )

2

1 1

2*p*
p

k kL LA k
f dx f A kϕ ϕ

−
≤∫  

对( )* 右端第二式,因 2i p
i kf L ,D Lϕ∈ ∈ ,同样利用推广的Holder不等式,有 

1 1 1 1
1

2 2p p

 + + − =  
 

( )
( )

2

1 1

2
p

i i
p

i k k LLA k
f D dx f A kϕ ϕ

−
≤ ∇∫  

于是我们有 

( ) ( )( ) ( )( )
( )

2 2

1 1
2

2
p* p

i
p

k k kL L A k L A kLA k
dx f f A kϕ ϕ ϕ

− ∇ ≤ + ∇  ∫  

再利用Poincare不等式及带 ε的Cauchy不等式有 

( )( )
( )

2

1 1

2 p
k L A k

CF A kϕ
−

∇ ≤  

其中 p* p

i

L L
F f f= + . 
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又 h k∀ > ,由Sobolev嵌入定理,有 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )
2 2 2

1 1 1

22
*

* * p
k k kL h L A k L k

h k A h CF A k
Α Α

ϕ ϕ ϕ
−

− ≤ ≤ ≤ ∇ ≤  

从而 

( ) ( )
( )
( )

2 2

2

*
n p

p n
CF

A h A k
h k

−
−

 ≤   −
 

由
( )
( )

22
2 0 1

2 2

* n pn
,

n p n
α β

−
= = > = >

− −
及DeGiorgi迭代引理,我们有 

( ) 0A l d+ =  

其中 ( )
1

1
2d CF A l
ββ
βα

−
−= . 

由 ( )A k 的定义即有 

( )
1 1

n pu x l d l CF ,a.e.Ω
−≤ + ≤ +  

1 1

p* p

i
n p

L L
supu supu C f f
Ω Ω

Ω
−

+
∂

 ≤ + +  
 

( )b  

( ) ( )
1 1

1 1

p* p

p* p

i
n p

L L

i
n p

L L

inf u sup u sup u C f f

inf u C f f

Ω Ω Ω

Ω

Ω

Ω

−
+

∂

−
−

∂

 = − − ≥− − − +  

 = − +  

 

最后一步是因为 

{ }
( )

( )

0 0 0

0
0 0 0

0

0 0

, u ; u , u ;
u min u,

u u . , u .

u, u ;
u

, u .

−

+

> − − − ≥   = = = ≤ − <   
− − ≥= − = − − − <

 

  及 ( )inf A sup A=− −  

 注 推广的Holder不等式: n Z+∀ ∈ ,若1 ip≤ ≤∞ ,
1

1
1

n

i ip=

=∑ , ip
if L∈ ,则 

1 1
i

n n

i i p
i i

f f
= =

≤∏ ∏∫  

 证明 用数学归纳法. 

 初始步 1k = 明显; 2k = 即为通常Holder不等式; 

 递归步 假设对k n≤ 不等式成立,当 1k n= + 时, 

( ) ( )

1

1
1

1

1

1 1

11 1 1

1 1

1

1

1

1

1

1 1

1 1 1

1

1 1

1
1

1

1

1

1 1

n
n

n
n

n

n n

i nn i n n

n n

n

i in

p
p

n n n p
p

i i n i n p
i i i

p p

n p pp p p p

p p
i n p

i

n n

i n ip pp
i i

f f f f f

f f

f f f

+
+

+
+

+

+ +

++ + +

+ +

+

+

−
+

−
+ +

= = =

−
− −

−
+

=

+

+
= =

    = ≤      

  ≤    

= =

∏ ∏ ∏∫ ∫ ∫

∏ ∫

∏ ∏
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2. ( )( ) ( )( )3 0 0 0 1 2*p i pp n ; c M; f L ,T;L , f L ,T; L ,i , , ,nΩ Ω∞ ∞> ≥ ≤ ≤ ∈ ∈ = ⋯

( )1 1

2

,
Tu W Q∈ 为非齐次热方程 

( ) ( )2
i

t i TE u u cu f D f , x,t Q−∆ + = + ∈  

的弱解,则 
1 1

T p T

n p

Q Q

supu supu CF Ω
−

+
∂

≤ +  

1 1

T p T

n p

Q Q

inf u inf u CF Ω
−

−
∂

≥ −  

其中 ( )*

np
p ,C C n,p,M,

n p
Ω= =

+
与 Ω 的下界无关, 

0 0

P* p

i

L Lt T t T

F sup f sup f
< < < <

= +  

证明:( )a 设
p TQ

l supu+
∂

= . k l∀ > ,记 ( ) [ ] ( ) ( )
1 2

1 1 1 0

2 2

, ,o

T Tt ,t
u k W Q W Qϕ χ

•

+= − ∈ ⊂ ,其

中 [ ]1 2t ,t
χ 为区间[ ]

1 2
t ,t 的特征函数,

1 2
0 t t T≤ < ≤ ,作为试验函数代入非齐次热

方程( )2E 弱解的定义式,有 

( ) ( )
T T

i
t i

Q Q
u u cu dxdt f f D dxdtϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+∇ ∇ + = −∫∫ ∫∫i  

即 

( ) ( )2 2

T T T

i
t i

Q Q Q
u c dxdt k c dxdt f f D dxdtϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ ∇ + + = −∫∫ ∫∫ ∫∫  

 又0 0

p TQ

c M,k l supu+
∂

≤ ≤ > = ≥ ,有 

( ) ( )2 2

T T

i
t i

Q Q
u c dxdt f f D dxdtϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ ∇ + ≤ −∫∫ ∫∫  

现如今,取 

( ) ( )2kI t u k dx
Ω

+= −∫  

则 kI 为t之绝对连续函数,设其在 t σ= 处取得最大值,因 ( ) ( )0 0 0k kI ,I t= ≥ ,

不妨设 0σ > ,对充分小 0ε > ,有 

22 i
i

t
dx | dxdt f dxdt f D dxdt

t

σ σ σ

Ω σ ε Ω σ ε Ω σ ε Ω

σ
ϕ ϕ ϕ ϕ

σ ε − − −

=
+ ∇ ≤ −= −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

将第一项省去,两边同时除以 ε后令 0ε→ ,有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 i

ix, dx f x, x, dx f x, D x, dx
Ω Ω Ω
ϕ σ σ ϕ σ σ ϕ σ∇ ≤ +∫ ∫ ∫  

记 

( ) ( ){ } ( )
0

k k k
t T

A t x ; u x,t k ,u sup A tΩ
< <

= ∈ > = , 

又有 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2

k k k

i
i

A A A
x, dx f x, x, dx f x, D x, dx

σ σ σ
ϕ σ σ ϕ σ σ ϕ σ∇ ≤ +∫ ∫ ∫  

对上式右端,同题 1,利用推广的Holder不等式,有 

2 1 1
1

2 2

n p n

np n p

 + − + + − =  
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( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 1

2

1 1

2

0

*p*
k

*p*

p
kL LA

p
kL L

t T

f x, x, dx f x, x, A

sup f x, A

σ
σ ϕ σ σ ϕ σ σ

ϕ σ σ

−

−

< <

≤

≤

∫
 

1 1 1 1
1

2 2p p

 + + − =  
 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 1

2

1 1

2

0

p
k

p

i i
p

i kLL

i
p

kLLt T

f x, D x, dx f x, x, A

sup f x, A

Α σ
σ ϕ σ σ ϕ σ σ

ϕ σ σ

−

−

< <

≤ ∇

≤ ∇

∫
 

于是由Sobolev嵌入定理及带 ε的Cauchy不等式,有 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

1 1

1 1
22 22

2

* *

k k

p
k

A A
x, dx C x, dx CF A

σ σ
ϕ σ ϕ σ σ

−≤ ∇ ≤∫ ∫  

好了,开始迭代了… h k∀ > ,有 
[ ] ( ) ( ) ( )0 kt ,T ,x A t x,t u k h kϕ +∈ ∈ ⇒ = − ≥ −  

从而 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2

2 2 2 22
2 2

2

2 2
1 1 2 2 2 2 1
2 12 2 2
2 2

h k

* * *

*

k k

*

*

h k k
A t A t

k
A A

p np p n
k k k

h k A t x,t dx x,t dx I t I

x, dx x dx A

CF A CF A CF u

σ σ

ϕ ϕ σ

ϕ σ ϕ σ

σ σ

−

  − − + − + − +   

− ≤ ≤ = ≤

  = ≤    

≤ = ≤

∫ ∫

∫ ∫  

由t的任意性,有 
2 22

1
p n

h k

CF
u u

h k

− + ≤   −
 

由
2 2

2 0 1 1,
p n

α β= > = − + > 及DeGiorgi迭代引理,有 

0l du + =  

其中
1

1
2ld CFu
αβ

βα

−
−= ,于是由 ku 的定义, 

( )
1 1

1 1
n p

n p
lu x,t l CFu l CF ,a.e.Ω
− −≤ + ≤ + 于 TQ  

( )b ( ) ( )
1 1 1 1

T T p T p T

n p n p

Q Q Q Q

inf u sup u sup u CF inf u CFΩ Ω
− −

+ −
∂ ∂

= − − ≥− − − = −  

3. 设 0x Ω∈ , ( )0R RB B x Ω= ⊂ , ( ) ( )1u H LΩ Ω∞∈ ∩ 为Laplace方程 

( )3 0E u ,x Ω−∆ = ∈  

的弱下解,则 ( ) ( )0 1, , C C n, ,s.t.θ θ∀ ∈ ∃ =  
1

2
21

RR

n
BB

supu C u dx
Rθ

+

 ≤   ∫  

证明 分七步走完. 
第一步 化简 
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由于 ( )g s s+= 是凸的,单调不减的,Lipschitz 连续的,我们有u+也是方程

( )3E 的弱下解.若对其有所证,更有对u的所证.故如今只考虑 0u ≥ 情形. 

第二步 证明反向Poincare不等式 
2 22 2

2
R R

p / p

B
p u dx C u dx

Β
η η≥ ⇒ ∇ ≤ ∇∫ ∫  

其中 η为 'Bρ 相对于Bρ ( )0 ' Rρ ρ< < ≤ 的截断函数在积分区域 RB 上的

零延拓,即满足 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 1 0' '

C
x C B ; x B ; x \ B ; x .

'
ρ ρ ρη η η Ω η

ρ ρ

∞∈ ≤ ≤ = ∇ ≤
−

于 于  

  取 2 1puη − 作为试验函数代入( )3E 弱下解的定义式,有 

   

( )

( )

( )

2 1

21 2 2

2
2 2 2 2

2

2 2 22 2 2 2

2 22 2

0

2 1

4 14

4 1 1

2 2

4 1 1

2 2

R

R R

R R

R R R

R R

p

B

p p

B B

p / p / p /

B B

p / p / p

B B B

p / p

B B

u u dx

u u dx p u u dx

p
u u dx u dx

p p

p
u dx u dx u dx

p p

p
u dx u dx

p p

η

η η η

η η η

ε
η η η

ε

ε
η η

ε

−

− −

≥ ∇ ∇

= ∇ ∇ + − ∇

−
= ∇ ∇ + ∇

 − ≥ ∇ − ∇ − ∇
  
 − = − ∇ − ∇  

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

i

i

i


 
  

 

取
( )2 1

0
p

,
p

ε
 − ∈   

,就有所证. 

第三步 证明球域上的推广Poincare不等式 

  若 ( )1

0
1

,p
Ru W B , p n∈ ≤ < ,则 ( )1

*q p , C C n,p ,s.t.∀ ≤ ≤ ∃ =  
1 1

1

R R

n n
q ppq pq

B B
u dx CR Du dx

+ −     ≤      ∫ ∫  

  ( )a 1R = 之情形. 由 ( ) ( )1

0

,p q
R RW B L B⊂ 及Poincare不等式,有 

( ) ( ) ( )
1

1
1

1

1

,p p

q
q

W B L BB
u dx C u C Du≤ ≤∫  

  ( )b 一般情形. 利用Rescaling技术,令
x

y
R

= ,有 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

1 1

1 1 1

1 1

11

R

R R

n
q q pq pnq q

B B B

n n n
p pppq q q

n
B B

u x dx u y R dy CR Du y dy

CR Du x R dx CR Du x dx
R

+ −

  = ≤  

     = =      

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

第四步 证明反向Holder不等式 

( )

1

22

1 1
2

'

q
pq p

n nB B
p u dx C u dx

R R 'ρ ρρ ρ−

    ≥ ⇒ ≤      − 
∫ ∫  

  其中 
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1 2

1
2

2

, n , ;

q n
, n .

n

 +∞ =< <  > −

 

因当 2n > 时,
2

2 2
2

*n
q

n
< =

−
,在第三步的证明中令u为 2 puη ,有 

( )

( )

( )

1

2

1

2 2
2 22

1

1 2 2
22 2 2

1

2 22 2 2

2

1
1

2
22

22 2

1

1

1 1

q

R R

R

R

R '

n
q qq pq p /q

n
B B

n n n

p /q q

B

p p /

n
B

p p

n nB B

u dx R u dx
R

CR R u dx

C u u dx
R

C u dx C u dx
R R ' ρ

η η

η

η η

η
ρ ρ

−

− + −

−

− −

     =      

 ≤ ∇   

 ≤ ∇ + ∇   

     ≤ ∇ ≤       − 

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫

 

其中第二个不等号用到第一步证的反向Poincare不等式. 

两边平方即为所证. 
 第五步 迭代 

设 ( )1 0 1 2
k

k R ,k , , ,ρ θ θ θ = + − =  ⋯ ,则
0

Rρ = , k
k
lim Rρ θ
→∞

= ,且 { }kρ 递

减.由第四步所证反向Holder不等式中令 2
kp q= ,

1k k, 'ρ ρ ρ ρ+= = ,得 

( ) ( )

1
1

1

1 1

2 2

1

2
2

1

1

2 22
2

1

1
1 1

k
k

k

k
kk kk kq qk k

k

q
q

k n
B

k k
qqq q

q q
kn

B

a u dx
R

C u dx C a
R

ρ

ρ

θ θ θ θ

+
+

+
+

 ≡   

 ≤ − = −  

∫

∫

 

反复迭代,有 ( )
0

1ka C a
γα βθ θ≤ − ,其中 

[ ]
0 0 0

1 2
4

2
k k k

k k k

k
, ,

q q q
α β γ γ α

∞ ∞ ∞

= = =

= = = =∑ ∑ ∑  

  由于 1q > ,上述三个技术均收敛, , ,α β γ均为有限实数,而有
0ka Ca≤ . 

 第六步 证明 pL 与L∞之关系 

  设 nRΩ ⊂ 是有界可测集,u于Ω上可测,且存在一递增自然数列{ }
1k k

p
∞

=

  使得 
( ) k

k
i lim p ;

→∞
= ∞  

( ) ( ) { }
1

0k
p pn n

p
L L n

ii u L , C ,s.t. u C uΩ
∞
=

 ∈ ∃ > ≤  且 即数列 有界  

  则( ) ( ) ( ) Li u L ; ii u CΩ ∞
∞∈ ≤  

  ( ) ( )a u L Ω∞∈  

   用反证法. 若不然, ( ){ }1A x ; u x CΩ= ∈ > + 有正测度,而有 

( ) ( ) ( )
1

1 1p p nn n p
L L Au u C A C C n≥ ≥ + → + > → ∞  

   矛盾. 
  ( ) Lb u C∞ ≤  
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   这是因为 pnL Lu u C∞ ← ≤ . 

 第七步 证明题目 

  由第五步, ( )2
kq

Ru L Bθ∈ 且 ( )2
0

kq
RL Bu Ca
θ

≤ ,于是由第六步知 

( ) ( )

1

2
2

0

1

R
RR

L B n
BB

ess supu u Ca C u dx
Rθ

θ

∞
 = ≤ =   ∫  

 注 曹植之七步诗 

煮豆燃豆萁,豆在釜中泣. 

本是同根生,相煎何太急? 

4. 设 ( ) ( ) ( )1
0 c M, f L ,u H LΜ Ω Ω∞ ∞≤ ≤ ∈ ∈ ∩ 为方程 

( )4E u cu f ,x Ω−∆ + = ∈  

的弱下解,则 ( )
0 0

0R R M ,s.t.∃ = >
0

0R ( ,R ],∀ ∈ 0x ,Ω∀ ∈ ( )0R RB B x=  

,Ω⊂ ( )0 1,θ∀ ∈ ( )
0

0C C n,R ,M, ,s.t.θ∃ = >  
1

2
21

RR

n
BB

supu C u dx C f
Rθ

∞

 ≤ +  ∫  

证明 0x Ω∀ ∈ ,作
2
0u u x x f−

∞
= + − ,则对 ( )

0
0 Cϕ Ω∞∀ ≤ ∈ ,都有 

2 2
0 0

2
0

2
0

2

1 2

u cu dx

u cu dx f x x c x x dx

f dx f n M x x dx

f n M x x dx

Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

− −

∞

∞

∞

∇ ∇ + =

∇ ∇ + + ∇ − ∇ + −

≤ + − + −

 ≤ − + −  

∫
∫ ∫
∫ ∫

∫

i

i i

 

取 2

0

1
0R ,
M

 ∈   
,则有 ( )

2
0

1 2 1 2 1 2 1 0n M x x n n− + − < − + = − ≤ ,又 0c ≥ ,

有 

0 0u dx cu dx , u dx
Ω Ω Ω

ϕ ϕ ϕ− − −
+∇ ∇ ≤− ≤ ∇ ∇ ≤∫ ∫ ∫i i  

u−
+为( )3E 的弱下解,由题 3我们有 

( )
1

221

RR

n
BB

supu C u dx
Rθ

− −
+ +

 ≤   ∫  

而[表递进] 

( )

2 2
0 0

1

22

1

2
2

1

1

R R R R

RR

R

B B B B

n
BB

n
B

supu sup u x x f supu f sup x x

supu C f C u dx C f
R

C u dx C f
R

θ θ θ θ

θ

− −
∞

− −
+ +∞ ∞

∞

   = − − ≤ + − −      

 = + ≤ +  

 ≤ +  

∫

∫

 


