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无标度网络：基础理论和应用研究 
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【摘要】基于在《科学》专辑“复杂系统和网络”上Barabási对无标度网络的总结文章，讨论了BA模型、层次网络、网

络动力学、度相关性及网络马氏链等问题；在马氏链框架下，对一类增长网络提供了一种简单的迭代方法代替模拟去计算网

络度分布，并据此推导出某些一般准则，以直接判断一套网络生成机制能否保证稳态度分布存在，及稳态度分布是否无标度。

这些结果说明：对于复杂网络今后发展，加强基础理论和应用研究的极端重要性。 
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Abstract  Based on Barabási’s paper in the special issue “Complex Systems and Networks” published by 

Science on 2009, some problems, e.g., the BA model, hierarchical networks, network dynamics, degree correlation, 
and network Markov chains, are discussed. Under an Markov chain framework, we provide a simple iterative 
method instead of simulation to compute network degree distribution for a class of growing networks, and then 
some general criteria for judging whether a set of network generating mechanisms can ensure the existence of the 
steady-stage degree distribution and whether the steady-stage degree distribution is scale-free. These results show 
extreme importance of strengthening basic theory and applied research for futher development of complex 
networks. 
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20世纪末21世纪初，《自然》和《科学》相继发

表了3篇重要的关于网络的文章：小世界网络模型[1]

说明了少量的随机捷径会改变网络的拓扑结构，从

而涌现出小世界效应；无标度网络模型[2]揭示了增

长和择优机制在复杂网络自组织演化过程中的普遍

性和幂律的重要性；可导航网络模型[3]则解释了如

何利用局部信息寻找网络中的最短路径。这些模型说

明复杂系统也可由某些简单规则自组织演化而形成。 
复杂网络理论与应用发展至今已十余年，其轰

动效果和强烈冲击很大程度上归功于《自然》和《科

学》上的一系列开创性论文[2,4-7]。虽然这些论文的

思想新颖动人，但也留下了广阔的发展空间。为了

复杂网络理论与应用的健康发展，本文基于文献[8]，
逐一展开讨论，说明加强基础理论和应用研究的重

要性。对无标度网络过去十年的发展情况及未来前

景，文献[8]要点总结如下： 
(1) 通过对万维网结构调查得到的情况指出网

络并非都是随机连线，而是显示出增长和择优连线

两种机制，这恰是使得网络产生幂律度分布的可能

的原因。 
(2) 许多真实的网络系统，从细胞到因特网，都

收敛到类似的(度分布为幂律)结构上，而与它们的年

龄、方式和规模等无关。 
(3) 无标度特性的意义之一在于认识到网络的

结构和演化不可分割，即真实的网络是动态的而非

静态的，网络处在不断的变化之中。 
(4) 在无标度网络(如因特网等)中，网络整体的

连通性对节点随机故障的鲁棒性以及hub nodes易受

蓄意攻击而遭到大规模破坏具有“稳健而又脆弱”

的特性。 
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(5) 从度分布到度−度相关性等等，不同网络拓

扑特征的广泛存在被作为研究不同现象以及作出预

测的跳板，除非探讨网络拓扑，否则无法理解复杂

系统。 
(6) 需要攻克的下一个前沿问题是理解在网络

上发生的动力学过程。共性是存在的，只是还没有

发现能够解释网络动力学的普适框架。 
(7) 虽然复杂系统的许多研究热潮来了又走，但

是有一件事日益清楚，即单元之间的相互连接(作用)
如此重要，这正是现今关注网络的原因。 

本文将分5个小节展开讨论。 

1  BA模型和万维网因特网 
一系列开创性论文中，文献[2]尤其引人关注。

论文的主要思想有：从许多实际复杂网络度分布的

统计结果发现，具有幂律尾部是其普遍的特征；提

出一个择优增长的动态模型(即BA模型)去解释产生

幂律的机制；认为正确的模型其网络度分布应该独

立于时间。从此，具有幂律度分布的网络被称为无

标度(scale-free)网络。然而，该文存在某些不够完善

之处。 
首先，文献[9]指出BA模型有两点不够明确：一

是初始网络没有设定，孤立节点无法择优连线；二

是有多条连线时如何进行择优连接，是一条一条连

线还是同时连线？前者择优概率会改变，后者度分

布结果大相经庭。所以，模型定义不明确将难以开

展理论研究。为此，文献[9]提出了同时允许节点自

连线和节点之间重复连线的线性化弦图(linearized 
chord diagram)模型。通过允许节点之间重复连线但

不允许节点自连线，文献[10]引入了一个原始吸引模

型避免BA模型连线的不明确。为了提高BA模型的

群集系数，文献[11]提出了一种不允许重复连线的方

式：第1条连线按节点度择优连接，其余m−1条连线

在被第1条连线选中节点的邻域依次不重复连线。 
利用鞅论和马氏链等数学理论已经严格证明：

上述3个模型都具有与BA模型用启发式方法得到的

相同度分布。 
其次，文献[12]认为仅以度分布是幂律作为无标

度网定义不尽合理。一方面，网络拓扑除了度分布

外还有度−度相关性等许多测度；另一方面，因为幂

律是方差可能无穷的高可变分布，由于存在极大的

波动性，所以幂律相同的度分布网络完全可能具有

极其不同的拓扑结构和特性。该文献从度−度相关性

引入一个测量无标度程度的量，发现对具有相同幂

律度分布的网络，有的显示为“无标度”，有的却显

示为“标度丰富”。因特网和代谢网的度分布虽然为

幂律，但却是标度丰富的两个典型案例，它们面对

蓄意攻击仍然“稳健而非脆弱”。文献[13]针对因特

网进行详细解释，同时说明BA模型不是因特网的恰

当模型，从流量、带宽以及技术可靠等设计角度提

出了一个启发式最优拓扑模型。 
文献[14]发现，即使BA模型网络度分布也不独

立于时间，只有复制模型[15]网络度分布才独立于时

间。独立于时间的要求对许多实际网络统计和模型

网络模拟都无法满足，必须考虑网络有限规模的影

响。因此代替考虑时间独立的幂律度分布 ( )P k ～

k γ− ，提出研究时间相依的幂律度分布为： 
( , ) ( )P k t C t k γ−=              (1) 

其中，度指数相对网络规模稳健，系数需要重点探讨。 
用模型网络的度分布预测实际网络高度数的概

率时会严重偏离或失效，文献[16]提出研究有限标度

问题，发现有限标度函数会显著地依赖于初始网络。

许多研究工作[17-18]报道了网络动力学行为也依赖于

网络规模的大小。另外，万维网和因特网的连线增

长明显快于节点增长[19-20]，同样，BA模型也不是万

维网和因特网的合理模型。复制模型[15]的平均度对

数增长，文献[14]提出的饱和模型增长有个上限，或

许它们才是更恰当的模型。 

2  层次网络模型和代谢网络 
文献[8]虽然没有提及代谢网络和层次组织两篇

开创性论文[5-6]。但文献[5-6]统计了大量的代谢网

络，发现它们是无标度的，度指数接近2.2以及群集

系数与度k存在反比关系。生物网络是复杂网络最重

要的应用领域之一，为了给代谢网络建立恰当的模

型，Barabási等人提出了确定的层次网络模型。然而

层次网络、伪分形图、阿波罗网等几何增长网络的

度分布和度指数在文献上就一直是颇有争议的问

题。该问题还与实际网络度分布的统计有关，因此

值得在此讨论。 
文献[21]提出了第一个确定性的层次网络，得到

该模型网络的度分布为： 
( )P k ～ ln 3 ln 2k −                (2) 

因此认为度指数是 ln 3 ln 2 。后来觉得不妥，在另一

篇文章[22]中将结果修正为： 
( )p k ～ 1 ln 3 ln 2 1 (ln 3 ln 2)k k k− − − −=         (3) 

称为网络度的概率密度函数，从而得到度指数

1 (ln 3 ln 2)γ = + 。 
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第一个层次网络模型的模块是3个节点2条连

线，故其群集系数为零。于是文献[23]考虑了模块是

5个节点4条连线全连通图的层次网络，得到群集系

数与度k存在反比关系，即 ～ 。文献[6]为代

谢网络建模的层次网络，其模块是4个节点3条连线，

它的度指数

( )C k 1k −

1 (ln 4 ln 3)γ = + ≅ 2.26，接近2.2。 
第一个层次网络模型出现后，文献[24]用一套简

单规则生成了一个类似的确定无标度网络，称为伪

分形图。该文献得到的度分布与式(2)相同，因为

式(2)只对几何增长的度 成立。为了确定

度指数，文献[24]采用补分布绕开该网络存在许多度

概率为零的问题，得到在度的离散谱点补分布

12ik += − 2

cum ( )P k ～ 1k γ− ，其中 1 (ln 3 ln 2)γ = + 。显然，补分

布与度分布函数形式相同，为什么指数要加1？但没

有详细说明。 
从古希腊数学家阿波罗提出的装填问题出发，

文献[25]构造了一类确定的阿波罗网络，得到阿波罗

网在度的离散谱点补分布为 cum ( )P k ～ 1k γ− ，其中

1 (ln 3 ln 2)γ = + 。然而，4年后，文献[26]在PRL上
又将度指数更改为 ln 3 ln 2 ，说明作者并不知道如何

准确判断一个网络的度分布是否为无标度以及如何

确定其度指数。令人惊奇的是在公认的权威期刊

PRL上，这个问题居然也出现反复。 
其实，正确的答案文献[12]早就给出。关于幂律

和标度首先要有一个正确的定义，文献[12]对确定的

和随机的两种情况都有详尽的论述。几何增长网络

和实际网络数据都属于确定的情况，复杂网络文献

判断度分布和度指数有画频率图、画logarithmic 
binning图、画秩次(或类同的补分布)图3种方法。秩

次图是以秩次为纵坐标，将N个节点的度从大到小排

序，依序给予从1～N的秩次所画的图。在双对数坐

标上，如果图形近似为一条直线，就认为是幂律；

负的斜率为度指数，秩次(补分布)方法需要加1。显

然，频率方法忽略了频率为零的度，结论容易误导；

logarithmic binning是一种粗粒化方法，也不可靠；

正确的方法是画秩次图。所以几何增长网络正确的

度指数应该加1才对。另外，文献[27]论述了代谢网

是标度丰富的，因此层次网络不是代谢网的恰当 
模型。 

3  无标度网络的动力学特性 
文献[7]是第一篇动力学文献。通过模拟比较了

ER随机图和BA无标度网对节点删除的影响。考虑两

种节点删除方式：一是某些节点随机失效；二是蓄

意攻击hub nodes。对10 000个节点20 000条连线，横

坐标f表示删除节点比例，纵坐标d表示网络直径变

化，结果如图1所示。 
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图1  指数网络与无标度网络其直径d关于f的曲线[7]

从图1可以看出：对ER随机图，随机失效和蓄

意攻击没有区别；但对无标度网络，随机失效和蓄

意攻击显著不同。如何解释这种动力学性质的差

异？文献[7]认为是ER随机图节点同质而BA无标度

网节点异质，即存在hub nodes所致。该期《自然》

杂志还特别在封面用标题为《因特网的Achilles踵
(heel)》的文章对此发现做了介绍。Achilles是古希腊

传说中的一位杰出英雄，但他的脚后跟与普通人一

样存在致命弱点。换句话说，Achilles踵也就是中国

武功的“罩门”。能找到复杂网络的罩门，对网络科

学当然意义重大。 
这里有两个问题需要认真思考，一是“稳健而

又脆弱”是否为无标度网的普适特性？二是究竟什

么原因造成复杂网络对蓄意攻击脆弱？关于第一个

问题，文献[12]给予了否定的回答。然而，第二个问

题的回答就没有那么简单。是不是因为存在hub 
nodes，即度数很大的少数节点，答案显然不全面，

因为任何有限网络都存在最大度节点。而是否与这

些hub nodes的连接方式有关，将在下一小节讨论。

值得一提的是，文献[28]对类似于BA模型的LCD模

型，用数学方法就第二个问题进行了严格的理论证

明。证明篇幅长达35页，主要结论是：BA无标度网

络比ER随机图更稳健而又更脆弱的主要原因是由

于择优连线。 
网络动力学的另一个重要发现[29]是：在无标度

网络中，传染病的传播阈值收敛于0。这只是对BA
无标度网络得到的理论结果，因为实际网络都是有

限网络，需要考虑网络有限规模的影响[16]。文献[17]
最近发现，无标度网络的动力学模型有两类不同的
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有限网络影响，一类只依赖有限网络的规模N(等于

模拟步数t加 )；另一类同时依赖有限网络的规模N
和上割k

0m

c。 
然而，刻画有限网络影响的上割kc(定义为

 

 
( )d 1

ck
P k k N

∞
=∫ )依赖于无限网络的度分布，显然在 

逻辑上不妥。根据上割的定义，上割kc实际上是指

网络最大度km(t)。因为有限网络最大度总是存在的，

所以考虑网络有限规模影响，直接利用最大度km(t)
比上割kc更合理。显然，上割kc是常数，而模型网络  

模拟时最大度km(t)是个随机变量，其发散和扰动规

律如何？目前只对BA-1模型有用鞅论得到的部分

结果[30]。对一般的BA模型，文献[31]通过模拟发现

最大度按网络规模二次方根发散，且扰动规律服从

对数正态分布。 

4  网络核心和度−度相关性 
文献[12]认为hub nodes的连接方式决定了度分

布为幂律的网络对蓄意攻击是否脆弱。文献[12]绘制

了4个路由器层次因特网模型的网络如图2所示。 

a. HSF(无标度层次)网 b. 随机(重连)网 

c. 拙劣设计网 d. HOT(启发式最优拓扑)网

e. 网络度频数分布，灰度深浅表示不同带宽[12]
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图2  具有完全相同数目的节点、连线和幂律度分布的4个路由器层次因特网模型 

它们具有完全相同数目的节点、连线及幂律度

分布，但带宽(灰度深浅)却不同。HSF(无标度层次)
网是基于文献[6]的层次网络模型；随机(重连)网是

从HSF通过保度重连得到的。拙劣设计网是将高度

节点排成一条线，然后让低度节点与高度节点连线；

HOT(启发式最优拓扑)网有3层结构，高带宽低连通

节点位于核心，而低带宽高连通节点位于外围。从

图中可以看出，图2a和图2b具有网络核心，它们的

高度数节点倾向于相互连接，即所谓网络节点同配；

图2c和图2d不像具有网络核心，因为它们的高度数

节点倾向于连接低度数节点，即网络节点异配。文

献[13]的详细研究说明：实际的因特网并不像HSF
网，至少在定性上像HOT网。文献[12]计算了该4个
网络的Newman相关系数 ( )r g [32]，然而，所得的数

值都落在区间[−0.481 5, −0.428 3]中，不足以区分。

为此该文献提出了一个无标度程度新测度。 
假定用 表示节点i的度，id 1 2{ , , , }ND d d d= L 表

示节点数为N的网络度序列。再令 表示由于连

线不同而具有相同度序列的网络(简单无向连通图)
全体。对一个具体网络

( )G D

( )g G D∈ ，如何测量它的无 
标度程度呢？首先计算

( , )

( ) i j
i j E

s g d
∈

= ∑ d ，其中E是 g

的连线集合，令 maxs 表示 中所有( )G D ( )s g 的最大

值，以测度： 
max( ) ( )S g s g s=               (4) 

来衡量网络 g 的无标度程度。具有较小 值的网

络

( )S g
g 为“标度丰富的”，而具有较大 值的网络( )S g g

才称为“无标度的”。如由式(4)，因特网4个网络模
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型的 值分别是：(1) HSF网 ； ( )S g ( ) 0.956 8S g =
(2) 随 机 网 ； (3) 拙 劣 设 计 网

；(4) HOT网则有 ，因

此因特网标度丰富。Newman定义的相关系数： 

( ) 0.779 2S g =
( ) 0.439 0S g = ( ) 0.386 2S g =

2

( , )
( , )

2

2 2

( , ) ( , )

1 ( )
2

( )
1 1( ) ( )
2 2

i j i ji j E
i j E

i j i j
i j E i j E

d d E d d E
r g

d d E d d E

∈
∈

∈ ∈

⎡− +⎢⎣
=

⎡
+ − +⎢

⎢⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑

⎤
⎥⎦

⎤
⎥
⎥

 

(5)
 

其中分子的第一项精确等于 ( )s g E ，遗憾的是，

的规范化使得它计算出的数值具有某种误导 ( )r g
性[12]。 

对BA模型通过模拟和计算得到 和 的

结果如图3所示。 
( )r g ( )S g
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b. S(g)关于m和N的趋势 

图3  r(g)和S(g)分别关于m和N的趋势[33]

不难发现， 和 都显著地依赖网络的规

模和网络的平均度，所以这两个测度对有限的实际

网络很难给出一个有意义的数值。另外，从图3b可
以看出，BA模型的无标度程度也不能算大，但它面

对蓄意攻击却是“稳健而又脆弱”！ 

( )r g ( )S g

因此，本文同意文献[8]的观点：“除非(深入)探
讨网络拓扑，否则无法理解复杂系统”。网络度−度

相关性的完整信息包含在网络联合度分布中，目前

文献上只有BA模型的部分结果[34]，还没有像度指数

(或动力学指数)那样简便的最佳测度。 
为此，以网络平均度为分界线，按度将节点分

成大度和小度两类，同类节点连线称为同配，异类

节点连线称为异配，通过计算同配、异配数目，文

献[33]尝试提议了一个简单的测度，模拟显示对BA
模型能做到与网络规模无关。而且该测度与网络疏

密程度存在幂律关系，直观上，网络的疏密程度与

网络的抗毁性有关，所以网络核心与网络疏密程度

有关应该是合理的。 

5  网络马氏链(图值马氏过程) 
复杂网络十年来的发展和成就毋容置疑，涉及

领域的广泛也使个人无法全局把握。其中物理学家

的思想火花绚丽无比，物理社团的大力推动也功不

可没。前面对复杂网络的讨论负面评价较多，本节

介绍复杂网络中主观认为的两个正面结果：一个是

复杂网络信息检索，属于应用研究范畴；另一个是

模型网络度分布证明，属于基础理论领域，两者都

与网络马氏链或称图值马氏过程有关。 
在谷歌中输入“荷塘月色”，马上会出现许多条

目，有朱自清的散文“荷塘月色”，有各种美丽的荷

塘图片，甚至会出现荷塘春色和可爱的青蛙形象，

如图4所示。人类上网冲浪就像青蛙在荷页上跳动，

而马氏链可以形象地用“荷塘春色蛙欢跳”来描述。

“荷塘月色”可比喻为隐马氏模型，只闻蛙声，不

见蛙跳，在生物信息学中有广泛应用，如图5所示。 
谷歌为什么会有如此强大的功能？它的原理依

赖于复杂网络的拓扑和数学中的马氏链。根据论文

引用和被引用的思想，文献[35]完成了网络搜索和存

储，剩下寻找为网页评定等级的方法。他们发明了

一种基于网页重要性的排序算法：一是看有多少超

级链接指向它(入度)；二是要看那个页面重要不重要

(出度)，并命名为PageRank。因此，问题可归结到

求有向图连线矩阵的非负特征向量，最后转变为计

算有限马氏链的平稳分布。值得一提的是，文献[36]
当时正好提出了中心网页和权威网页的评级系统，

他们交流了各自的工作。该文作者由于提出可导航

网络模型和分散搜索算法，2006年获得了世界数学家

大会三大奖之一的Nevanlinna奖。 
谷歌搜索引擎虽然取得了巨大成功，但排序只

依赖页面的连线(度)，因此会面临垃圾网站的严重干

扰。文献[37]针对上述情况在2008年原创性地提出考
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虑用户浏览过程的网页排序，并把他们的算法取名

为BrowseRank。根据用户访问网页和网页转移的频

率数据qi和qij得Q-过程的转移概率矩阵P=[qij/qi]，使

问题转化为求Q-过程的平稳分布。他们的论文被评

为当年ACM会议唯一的最佳学生论文奖，国际媒体

用标题“Microsoft tries to one-up Google PageRank”
做了报道。 

 

 
图4  马氏链示意图 

 
图5  隐马氏链示意图 

上述复杂网络信息检索工作，大家天天都在受

益，堪称复杂网络成功应用的典范。 
复杂网络研究离不开对模型的理论分析。BA模

型一提出在顶级杂志上就出现了平均场方法[2]、率

方程方法 [38]和主方程方法 [10]3种计算度分布的方

法。但这些方法都假定了稳态度分布存在。文献[9]
首先用鞅论证明了LCD模型的稳定性，文献[39]用估

计误差方法证明了比原始吸引模型更一般Web图模

型的稳定性。但对不允许重复连线的Holme和Kim模

型，除了巩馥洲等人曾做过尝试，一直没有进展。

文献[40]率先建立了增长网络节点度非齐次马氏链

( )iK t ，文献[41]采用马氏链首达概率技巧证明了

Holme和Kim模型的稳定性。文献[42]又提出了节点

数向量马氏链 { ( 和差分方程极

限定理，对上述结果都能给出更简洁的数学证明。 
), , 1, }kN t k m m= + L

另外，本文还对新节点 i 带入的度数分布

和它获得度加1的概率

( )i hα

( , )f k t 已知的一类增长网络

模型，利用节点度非齐次马氏链和差分方程极限定

理得到[43]以下4点。 
(1) 网 络 度 分 布 稳 定 的 条 件 [14,44] 为 ：

，lim ( ) ( )ii
h hα α

→∞
= ( , ) ( ) ( )rf k t g k O t−= ， 。 1r≥

(2) 成为无标度网络的条件[14,44]为：存在整数J,
当 时有h J≥ ( ) 0hα = ，并且 lim ( , )

t
tf k t kβ ω

→∞
= + ，

其中 β 为动力学指数。 

(3) 度 分 布 的 迭 代 计 算 公 式 [45] 为 ：

( , ) { ( , )P k t H P l i= ，l ， ，它依赖于初始网

络设定。 
k≤ }i t≤

(4) 收敛速率的上界 [45]为： ( , ) ( )P k t P k− ≤  

，
( )

( )

,    1
,  1

m

m 1

ct m
ct m

β ω

β ω

− +

− + +

⎧ >
⎨
⎩ ≤

{ }min | ( ) 0m h hα= > 。 

6  结 束 语 
复杂网络在发展过程中存在欠妥并不可怕，贵

在勇于修正错误，因为科学本身就被设计成寻找并

改正错误的过程，即科学的完整性(the integrity of 
science)。 

通过对文献[8]“无标度网络：过去十年及未来

前景”一文的探讨，即使在复杂网络拓扑方面仍然

有许多问题需要理清。至于复杂网络动力学方面，

本文同意Barabási的观点：“(只是)还没有发现能够解

释它们普遍性的框架”。因此加强复杂网络基础理论

和应用研究具有紧迫的重要意义。 
回忆20世纪相对论与几何学、量子力学与泛函

分析的美好联姻，新世纪会不会有一段复杂网络(统
计力学)与马氏过程的浪漫爱情？如果有，那将成为

科学史上的佳话。 
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