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变加速动力学和三阶微分方程 
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(江西师范大学 物理与通信电子学院，江西 南昌 33oo~7) 

摘要：阐明了梅凤翔在《高等分析力学》一书中给出的完整系统关于广义速度的b啡 方程就是沈惠川 

在“吴大猷先生点评《经典力学》”一文中设想要仿照 Iagrange方程寻找的新的动力学方程(简称为赝 La． 

卿 方程)．分析并指出了匀加速运动方程是赝 Lagr~ e方程的第一 积分 ．应用 赝 IJa 方程求解 了 

收尾速度问题中的急动度． 
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尽管牛顿在其《自然哲学之数学原理》中也论及过物体受到与速度相关的阻力作用时的变加速运动问 

题 ，但却没有引入恰当的物理量来描写加速度的变化．随着汽车、火车、公路 、铁路等人类物质文明的发展和 

对乘车时的舒适性的追求 ，人们首先在应用力学领域定义急动度为加速度随时间的变化率L1-3J，把它作为舒 

适性的一种量度【引，作为公路、铁路以及间歇运动机械设计时不可忽视的参数 J．2：o世纪上半叶，物理学 

家关注带电粒子在变加速运动中受到 自身辐射反作用的问题 ，发现这种辐射反作用阻尼力与加速度随时间 

一 一  ，' ．2 

的变化率(或急动度)亩相关IS]，即 辐射=詈 亩=M ，从而得到修正的动力学方程 m(宙一r )= 辐射．人 
J C。 

们就此开始了变加速动力学方面的思考 ．1981年，黄沛天提 出了力变率公式13]．1991年 ，梅凤翔提出完整 系 

统关于广义速度的 La黜 方程 ；1997年，吴大猷提 出猝量方程u训；近期 ，黄沛天等人导出了加速度能定 

理u ，并由此综合提出了“变加速动力学”一说．而变加速动力学则与三阶微分方程密切相关． 

1 赝 ge方程 
众所周知，力学和物理学中的大多数基本方程都是不超过二阶的微分方程 ．但是在讨论变加速运动问 

题时，人们套用牛顿第二定律和动量定理 ，合理地给出了描写力(或加速度)变化的力变率公式【3] 

F  

=  =  (1) 

和猝 量方程[1o] 

广r 广 

I Cxdt=I dt= 一 o (2) J 0 J 0 

其中的(1)式是一个简单的三阶微分方程，(2)式则是 (1)式对时间的积分． 

同样，文献[1O]提出仿照(或套用)IJa 方程再导出一个描写力(或加速度)变化的相应的新的方程 

的设想也是合理的．尽管文献[10]并未具体导出这一方程，但是我们可以仿照 IJa辫 方程的结构形式设想 

出这个描写变加速运动的新方程应当具有的结构特征 ． 

众所周知，Ia黜 方程是以表征速度状态的态函数动能( )为基础，以广义力( )为结构形式的二阶 

微分方程 

d OT
～ 瓦8T= (s：l，2，3，⋯，n) (3) 
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因此 ，描写变加速运动的新方程应当是以表征加速度状态的某个态函数为基础 ，以与(1)式相似的广义 

力变率为结构形式的三阶微分方程． 

从加速度能定理[1l】可以知道，这个与 Iagrange方程中的动能 = 1， 相当的在新方程 中表征加速度 

状态的态函数就是加速度能量 s：{， ．而文献[9]早已给出了一个称做“完整系统关于广义速度的 

grange方 程” 

一

』煎 ：Q (s：l
，2，3，⋯，n) (4)d 

t  ta；7。 2 aqs——、 。 、 —— ’。’ ’ ’ ‘ 、。’ 

式中的S为加速度能量，Q =∑ · 为广义主动力变率． 

将(4)式的结构形式与(3)式的结构形式加以对照就会发现：(4)式正是具有以表征加速度状态的态函数 

加速度能量(s)为基础，以广义力变率(p )为结构形式特征的三阶微分方程，也即文献[10]设想要寻找的 

新的动力学方程 ．为方便起见，我们将(4)式简称为赝 Iagrange方程 ．如果说 Iagrange方程是经典力学的基本 

方程之一的话 ，那么，赝 IAIgrange方程则是为描写变加速运动而补充的又一类基本动力学方程 ． 

2 赝 La mge方程的第一积分 
我们知道，在某些特殊情况下 ，Iagrange方程存在循环积分和能量积分这两个第一积分．与此类似，如果 

有变加速运动的态函数为S={， (不显含速度露，因而3S／3x=0)，并且广义力变率 Q ：0的特殊情况， 
J 3 

那么赝La 方程给出 菱=0 (5) 
于是可求得该方程的第一积分 as／ax= =恒量 (6) 

显然，(6)式的物理意义是力函数守恒 ，或匀加速运动． 

3 如何求解变加速运动的急动度 
一 个经典力学问题 ，只要不涉及急动度 ，在二阶微分方程(比如牛顿第二定律或 Iagrange方程等)的框架 

内一般都可求解．一旦涉及急动度 ，那就须启用三阶导数或三阶微分方程(比如力变率公式或赝 La孵 方 

程)等方法 ．我们不妨考察一个简单的例子 ：淤泥微粒 m在静水中滞沉并趋于收尾速度 的运动．尽管这是 

一 个典型的变加速直线运动，但只要不涉及急动度 ，我们用牛顿第二定律就可以求解这一问题 ：取 轴竖直 

向下，由牛顿第二定律可写出动力学方程 一日一版 =， ，式中的 、B和 版分别为微粒所受的重力 、浮力 

和阻尼力 ，．j}为阻尼系数．由初始条件 0=0和 0：0，容易求得初始加速度 0=( 一B)／m．然后依次可求 

得 

：  {1一唧 [一(．j}'／m)￡]} (显然，收尾速度为 ： ) (7) 

和 ： exp[一(k／m)￡] 印L— m ‘ (8) 

如果还要求急动度 呢?由于 本身就是三阶导数，因此，只须将(8)式对时间求导便可求得 ．尽管这 

是一种极为简单的数学运算(俗称运动学方法)，但却未被通常的二阶微分方程所包容． 

若从动力学的角度来求急动度，则须启用力变率公式或赝 Ia肿 nge方程 ． 

这里用赝 La 方程[即(4)式]来求淤泥微粒的急动度 ．此时赝 La 方程的左边为 

d 8 1 m未 )一 1 8 1 )= d(， )=， (9) 

其右边由于阻力 在虚位移中的功不为零，这种非理想约束反力可看作主动力 ，因此有 

Q ． ：一 (10) 
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然后将(9)式 、(1O)式和(8)式联立，可得到急动度 

= 一 = 一 唧 【一( 

4 结束语 
综上所述 ，描写力(或加速度)变化的三阶微分方程是对传统牛顿力学二阶微分方程框架体系的继承和 

补充；同时也显露了经典力学发展的某种需求．因此，赝 I．,8gl'8~e方程的建立，一方面可以排除文献[12]“那 

么，整个物理学的基础岂非都变得岌岌可危了?!”的疑虑；另一方面表明，文献[13]对文献[10]关于寻找变加 

速动力学新方程“设想”的批评也是欠妥的．人们应 当积极地去面对和迎接这类新方程和新思维方式的到 

来 ． 
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The D3lm锄 ics of Varying Accelerated Motion and the 

Three Order Differential Equation 

HUANG Pei—fian， MA Shah—jun， HU Li—yun 

(C0llege 0fl~ysics＆Commm／cati~ Electr~cs，Jiangxi Normal University，Nanehang 330027，China) 

bs眦 ：In this paper，the problem concerning ange equation of complete system on genemliz~ velocity in refer- 

enco((Advanced Analytical Mechanics}(i．e．pseudo一!％grange equation)has been discussed．The result shows that the 

dylla~e~luation is the new dynamic equation which had been tried to derive by the method of obtm ~ L 嘴 t~lUa- 

fion and the dynamic equation of motion with constant acceleration is the first integration of pseudo—Lf~'11iige equ／Rion． 

In addition，s0 ng the jerk in process of particle’S tending to terminal velocity by using pseudo—k 嘴 equation is 

inwsfigated． 

Key words：jerk；time rate of change of force；jumpulse；energy of acceleration；first integration 
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