
随机动力学与布朗运动

Stochastic Dynamics And Brownian Motion
在概率论中我们都学习了随机变量的概率分布的一般理论，但我们知道概率论中的随机变量大都是静态的，与时间无关。然

而实际问题中变量都是随时间变化的，现在我们就来研究系统的概率分布随时间演化的问题。
本章主要讨论的是马尔科夫过程的概率分布随时间演化的问题。

马尔科夫过程是一类重要的随机过程。它的原始模型马尔可夫链，由俄国数学家A.A.马尔可夫于1907年提出。该过程具有如

下特性：在已知目前状态 (现在)的条件下，它未来的演变 (将来)不依赖于它以往的演变 ( 过去 ) 。 例如森林中动物头数的

变化构成——马尔可夫过程 。在现实世界中，有很多过程都是马尔可夫过程，如液体中微粒所作的布朗运动、传染病受感染

的人数、车站的候车人数等，都可视为马尔可夫过程。

马尔科夫过程概率分布的演化方程就是主方程。（主方程是统计物理学中最重要的方程之一，几乎是普遍适用的：化学、生
物学、人口动力学、激光物理学、布朗运动、流体及半导体等问题）。

提纲：

1、基本理论(General theory)
2、马尔科夫链(Markov chains)
3、主方程(The master equation)
4、布朗运动(Brownian motion)

§1.基本理论(General theory)
§1.1、模型描述
考虑一个可用单个随机变量Y描述的系统。Y可表示粒子运动的速度，盒子中的粒子数、人口等等，自己想去吧。和以前不同

的是，Y的概率分布是随时间演化的。
对于Y的概率密度，采用下面的记号表示：

Py1, t1表示Y在t1时刻取y1的概率（准确点说是概率密度）； Py1, t1; y2, t2表示Y在t1时刻取y1，在t2时刻取y2的联合概

率；......Py1, t1; y2, t2;. . . yn, tn表示Y在t1时刻取y1，在t2时刻取y2,......在tn时刻取yn的联合概率。

这些联合概率满足一些众所周知的性质：

0 ≤ . P ≤ 1


−



Py1, t1dy1  1. . . . . . 1


−



Py1, t1; y2, t2;. . . yn, tndyn  Py1, t1; y2, t2;. . . yn−1, tn−1. . . . . . 2

上面实际上已经假定Y是连续型随机变量，若Y是离散的，只要将积分变成求和即可。
注意：当Y在不同时刻的概率分布相互独立时，上面的记号是平庸的。但在我们所关心的问题中，Y在不同时刻的分布是相互

影响的，因此上面的记法以及下面还要引进的记法都是必须的且重要的。

矩

定义矩：

 y1t1y2t2. . . yntn   . . .  y1y2. . . ynPy1, t1; y2, t2;. . . yn, tndy1dy2. . . dyn. . . . . 3

矩是和时间有关的，给出了Y在不同时刻的分布之间的关联。

平稳过程
若一个过程对一切n与均有

Py1, t1; y2, t2;. . . yn, tn  Py1, t1  ; y2, t2  ； . . . yn, tn  . . . . . . 4
则这个过程叫平稳过程。对平稳过程，有

Py1, t1  Py1. . . . . . 5
即概率密度与时间无关。
且对平稳过程，二阶矩 y1t1y2t2 之和时间差|t1 − t2 |有关。

处在平衡态上的所有物理过程都是平稳过程。

条件概率密度
Py1, t1 ∣ y2, t2表示Y在t1时刻取y1的条件下，在t2时刻取y2的条件概率密度。（这和我们平时的习惯刚好相反）。条件概

率我们都学过，它是：

Py1, t1 ∣ y2, t2  Py1, t1; y2, t2
Py1, t1

. . . . . . 6

Py1, t1Py1, t1 ∣ y2, t2  Py1, t1; y2, t2 . . . . . . 7



7对y1积分，就得到

Py2, t2  
−



Py1, t1Py1, t1 ∣ y2, t2dy1. . . . . . 8

这就是大家在概率论中都学过的全概率公式。
条件概率显然也要满足归一性：


−



Py1, t1 ∣ y2, t2dy2  1. . . . . . 9

还可以引入联合概率密度：

Py1, t1; y2, t2; . . . yk, tk ∣ yk1, tk1; . . . yn, tn  Py1, t1; y2, t2; . . . yn, tn
Py1, t1; y2, t2; . . . yk, tk

§1.2、马尔科夫过程（Markov process）
马尔科夫过程
如果随机变量只对其最近的过去有记忆，即其现在的状态只依赖于前一时刻，与更早的历史无关，那么联合条件概率密度

Py1, t1; y2, t2;. . . yn−1, tn−1 ∣ yn, tn的形式将是：

Py1, t1; y2, t2;. . . yn−1, tn−1 ∣ yn, tn  Pyn−1, tn−1 ∣ yn, tn. . . . . . 10
即，在tn时刻取yn的条件概率密度完全由tn−1时刻的yn−1值所确定，而不为随机变量在更早时刻的信息所影响。

这样的过程就叫做马尔科夫（Markov）过程。现实生活中的很多过程都可视为马尔科夫过程，如：布朗运动、人口、生灭

过程等等。

条件概率密度Py1, t1 ∣ y2, t2称为转移概率（transition probability）（以后提到条件概率密度和转移概率是同义词）。

一个马尔科夫过程完全由P1y, t和条件概率密度P1∣1y2, t2 ∣ y1, t1两个函数确定。所有的概率密度以及条件概率密度都可

以由它们构造出来：设t1  t2  tn

Py1, t1; y2, t2  Py1, t1Py1, t1 ∣ y2, t2. . . 10
Py1, t1; y2, t2; y3, t3  Py1, t1Py1, t1 ∣ y2, t2Py2, t2 ∣ y3, t3. . . 11

. . .
将上式对y2积分,就可以得到：

Py1, t1; y3, t3  P1y1, t1 
−



Py1, t1 ∣ y2, t2Py2, t2 ∣ y3, t3dy2. . . . . . 12

即：

Py1, t1 ∣ y3, t3  
−



Py1, t1 ∣ y2, t2Py2, t2 ∣ y3, t3dy2. . . . . . 13

这个方程叫做查普曼—柯耳莫格洛夫方程（Chapmann-Kolmogorov equation）
注意：我们已经把从到的转移概率分割为两个相继的步骤，即先从y1到y2，再从y2到y3，然后对所有可能的中间步骤y2积

分。相继的步骤是独立的，这是马尔科夫过程的重要特征。
这样的东西大家肯定都不陌生，因为大家都学过性质及其相似的东西，这个东西就是传播子。其实你完全可以将条件概率密

度理解为传播子。

和传播子的比较
路径积分里面的传播子描述含时波函数x, t随时间的“传播”：

x, t   Kx, t; x0, t0x0, t0dx0

可以这样来理解：传播子Kx, t; x0, t0表示粒子在t0时刻位于x0的条件下，在t时刻位于x的条件概率振幅（别忘了波函数

x, t的意义）。下面比较一下二者的一些主要性质：（下标不太统一，但不影响理解）

（1）各自的名称（从名称上也可以看出二者之间有一定的相似性）：一个叫转移概率，一个叫传播子。
（2）各自的意义：
条件概率密度描述的是不同时刻概率之间的转移；传播子描述的是波函数（概率振幅）的“传播”，其实完全可以理解为条件

概率振幅。
（3）怎样转移或传播的（先看一步的）：

Py2, t2  
−



Py1, t1Py1, t1 ∣ y2, t2dy1;

x, t   x0, t0Kx, t; x0, t0dx0

（4）多步的：

Pyn, tn  
−



. . . 
−



Py1, t1Py1, t1 ∣ y2, t2. . . Pyn−1, tn−1 ∣ yn, tndy1dy2dy3. . . dyn−1;

x, t  . . .  Kx, t; xn, tnKxn, tn; xn−1, tn−1. . . Kx1, t1; x0, t0x0, t0dx0dx1. . . dxn

（5）群性质：（两个相继步骤是单个步骤的乘积，相继的步骤是统计独立的）



条件概率密度：P1∣1yn, tn ∣ y1, t1  
−



. . . 
−



P1∣1y2, t2 ∣ y1, t1. . . P1∣1yn, tn ∣ yn−1, tn−1dy2dy3. . . dyn−1

传播子：Kx, t; x0, t0
−



. . . 
−



Kx, t; xn, tnKxn, tn; xn−1, tn−1. . . Kx1, t1; x0, t0dx1dx2. . . dxn

（6）当前后两个时刻相同时，都为函数：
Py1, t ∣ y2, t  y2 − y1; Kx2, t; x1, t  x2 − x1
二者还有其他的一些类似的性质，这里就不一一列举了。

§2.马尔科夫链—最简单的马尔科夫过程
马尔科夫链是最简单的马尔科夫过程。
在马尔科夫链中，随机变量在离散的时刻取离散的值。

描述
假定Y可取值为Y  yn, n  1, 2, . . . M，而时间以离散的步子t  s来度量，这里是s整数，而是一个基本的时间间

隔。由于Y是离散型随机变量，上一节所讲的所有积分都变成求和，概率密度变为概率。
Pn, s表示Y在s时刻取yn值的概率；

Pn1, s1 ∣ n2, s2表示Y在s1取yn1的条件下，而在s2时刻取yn2的概率。

这样，全概率公式写为：

Pn, s  1  ∑
m1

M

Pm, sPm, s ∣ n, s  1. . . . . . 14

查普曼—柯耳莫格洛夫方程为：

Pn0, s0 ∣ n, s  1  ∑
m1

M

Pn0, s0 ∣ m, sPm, s ∣ n, s  1. . . 15

转移矩阵
对马尔科夫链，我们可以引入转移矩阵Qs，其矩阵元由转移概率Pm, s ∣ n, s  1组成：Qmns  Pm, s ∣ n, s  1
这里之所以带上小标s，是因为转移矩阵可能是和时间有关的，即不同时刻的转移矩阵可能是不一样的。
这一节我们只关心转移矩阵和时间无关的情况。

§2.1、Spectral properties—谱方法
若转移矩阵与时间无关，我们就可以把小标s去掉，写成Q，这时：

Qmn  Pm, 0 ∣ n, 1  Pm, s ∣ n, s  1
由查普曼—柯耳莫格洛夫方程得：Pm, 0 ∣ n, s  Qsmn，即矩阵Qs从0时刻到s时刻的转移。

Pn, 1  ∑
m1

M

Pm, 0Qmn

Pn, s  ∑
m1

M

Pm, 0Qsmn. . . 16

n可以从1取到M，因此上式实际上是个矩阵方程。
为了表述方便，下面我们将用狄拉克符号表示。

狄拉克符号
选择一组正交归一完备的基矢∣ n构成M维Hilbert空间，∣ n表示第n个元素为1，其余为0的M维列向量。

行矢量〈Ps ∣表示s时刻Y的概率分布，不妨称为概率矢量，其第个元素为〈Ps ∣ n  Pn, s即s时刻Y取yn的概率。

将转移矩阵Q理解成算符，即一种操作，它将0时刻的概率矢量〈P0 ∣变成时刻的概率矢量〈P1 ∣，即：

〈P1 ∣ 〈P0 ∣ Q
〈P2 ∣ 〈P1 ∣ Q  〈P0 ∣ Q2

. . . . . .
〈Ps ∣ 〈P0 ∣ Qs. . . 17

写出分量式：〈Ps ∣ n  〈P0 ∣ Qs ∣ n

插入恒等式：∑
m1

M

∣ m〈m ∣ I，得:

〈Ps ∣ n  ∑
m1

M

〈P0 ∣ m〈m ∣ Qs ∣ n  ∑
m1

M

Pm, 0Qsmn,即:

Pn, s  ∑
m1

M

Pm, 0Qsmn回到16式。

Q的本征值和本征矢

写成矩阵形式以后，我们最关心的自然是Q的本征值和本征矢。



Q的本征值满足方程det|Q − I|  0，Q是M  M阶的，将有M个本征值，记为1, 2, . . . M（可能有实的，复的，重

的）。由于Q一般是非对称实矩阵，故对每一个本征值 i，其左本征矢和右本征矢是不同的。

左本征方程：〈i ∣  i  〈i ∣ Q
右本征方程： i ∣ i  Q ∣ i

适当选择〈i ∣和∣ i，使得它们完备正交且归一：〈i ∣ j   ij，∑
i1

M

∣ i〈i ∣ I

可以证明Q的所有本征值的模都不超过1，即：| i | ≤ 1；而且，  1必为Q的一个本征值(Q是由转移概率组成的，你稍微

勤快一点把它写出来就会发现Q的每一行元素之和为1，则Q

1
1

. . .
1



1
1

. . .
1

，这说明1必为Q的本征值)

  1所对应的左本征矢〈i ∣ 〈i ∣ Q，这是定态的概率矢量的方程，记〈i ∣ 〈Pst ∣，也就是说如果系统开始时的

概率分布为〈Pst ∣，则一直都是，不会随时间变化，这也正是定态的含义。

Q的谱表示为：Q  ∑
i1

M

 i ∣ i〈i ∣；Qs  ∑
i1

M

 i
s ∣ i〈i ∣

正则转移矩阵，各态历经
概率分布怎么随时间演化取决于转移矩阵Q的结构。

如果Q的某个幂次Qk的全部元素都为正的，则Q称为正则转移矩阵。对正则转移矩阵，只有一个本征值为1（换句话说，1是

无简并的）记为1  1，右本征矢选为∣ 1 

1
1

. . .
1

，左本征矢〈1 ∣ 〈Pst ∣（唯一一个）。

则

Q ∣ 1〈Pst ∣ ∑
i2

M

 i ∣ i〈i ∣

Qs ∣ 1〈Pst ∣ ∑
21

M

 i
s ∣ i〈i ∣. . . 18

注意：| i |  1, i  2, 3. . . M
则，s → 时，Qs →∣ 1〈Pst ∣
〈Ps ∣ 〈P0 ∣ Qs → 〈P0 ∣ 1〈Pst ∣ 〈Pst ∣

这说明，对正则转移矩阵，不管系统初始时概率分布如何，长时间之后，都会趋于唯一一个定态分布，在此定态上，Y取任
何值的概率都不为零。

各态历经：不管初始状态如何，系统都有可能演化到其他所有的态。
显然，正则转移矩阵所对应的马尔科夫链是各态历经的。
（由于输入太繁琐，这里我就略去了例子，抱歉！好在我讲过的例子雷克书中都有）

§2.2、随机行走——Random walk
作为马尔科夫链的例子，我们重新来考虑一维直线上的随机行走。
记号： →步长； →每步的时间；Pn， s → s步后在x  n处找到粒子的概率；

Pm， s ∣ n， s  1 →条件概率（转移概率）。

则：

Pn， s  1  ∑
m−



Pm， sPm， s ∣ n， s  1

假设粒子每一步向左走和向右走的概率各为1/2，则：

Pm， s ∣ n， s  1  1
2 n,m1  1

2 n,m−1

于是

Pn， s  1  1
2 Pn  1, s  1

2 Pn − 1, s. . . 19

将上式改写为：

Pn， s  1 − Pn， s
  1

2
Pn  1, s  Pn − 1, s − 2Pn， s



 2

2
Pn  1, s  Pn − 1, s − 2Pn， s

2 . . . . . . 20

令x  n, t  s， D ≡ l2
2 ，在x和t很大的极限下，可认为每一步的步长Δx  l和Δt  时间是小量，在取这样的极

限后，20就变为一个扩散方程:



∂Px, t
∂t  D ∂2Px, t

∂x2 . . . . . . . 21

这是一个关于概率密度的扩散方程。
假定初始时刻粒子位于原点，则可得到初始条件：

Px, 0  x. . . . . . 22
方程21和初始条件22放在一起，我们就可以求解了，解得：

Px, t  1
4Dt1/2 e−x2/4Dt. . . . . . 23

上式给出了粒子在0时刻从原点出发，t时刻到达x的概率。
现在求其平均位置随时间的变化，其实不用计算，直接可以看出来，不管是什么时刻，粒子的平均位置都是0，不随时间改

变。
而求其方差 x2t , 我们得到: x2t  2Dt，方差代表着这个高斯分布的宽度，这说明，分布的宽度随时间而展宽。

§3、主方程（The master equation）
前面我们所考虑的随机变量都是离散的。
本节我们来考虑这样的随机变量：Y的取值是离散的，然而和马尔科夫链不同的是，现在时间是连续的，即概率的转移发生

在非常短的时间间隔内，而不以固定的单位时间间隔来度量。我们将对这样的过程导出概率演化方程，即主方程。

§3.1、Derivation of the master equation
Y → y1, y2, . . . yM,但时间是连续的。

这是全概率公式写为：

Pn, t  t  ∑
m1

M

Pm, tPm, t ∣ n, t  t. . . 24

主方程的导出
我们希望通过定义导出P的微分方程：

∂Pn, t
∂t  lim

t→0

Pn, t  t − Pn, t
t

 lim
t→0

1
t ∑

m1

M

Pm, tPm, t ∣ n, t  t − Pm, t ∣ n, t

 lim
t→0

1
t ∑

m1

M

Pm, tPm, t ∣ n, t  t − mn. . . 25

由于我们取了t → 0的极限，故可以将转移概率Pm, t ∣ n, t  t对t展开，且仅保留一阶项。

引进转移率wmnt表示在t → t  t间隔内，Y由ym向yn转变的单位时间转移概率，也就是转移速率。

那么我们自然想到：Pm, t ∣ n, t  t  wmntt

但是这样写有两个明显的问题：（1）∑
n1

M

Pm, t ∣ n, t  t不归一；（2）取t  0, Pm, t ∣ n, t  mn  0

为了克服这两个问题，我们写成下面的形式：

Pm, t ∣ n, t  t  mn1 − t∑
l1

M

wmlt  wmntt. . . 26

直接写出这个式子很困难，但别人已经写出来了，我们直接去理解它却并不困难。稍微多想一下，你就会发现真应该是这
样。

其实上式的意义很明显：t∑
l1

M

wmlt表示t → t  t从ym转移到所有其它态的概率，1 − t∑
l1

M

wmlt表示在

t → t  t保持不转移的概率，wmntt表示t → t  t内从ym转移到yn的概率。如果n ≠ m，第一项不起作用，上式和我们

转移率的定义相符；如果n  m，则Pm, t ∣ m, t  t是Y在t时刻取ym的条件下，t  t时刻仍取ym的概率，它将由两部分

组成：（1）Y保持在ym一直不动，这就是第一项，（2）Y从ym转移出来然后转移回ym，这就是第二项。

（注意：虽然后面我们用的转移率不依赖与时间，但转移率通常是和时间有关的）
将26代入25，进行一些简单的计算，就可以得到：

∂Pn, t
∂t  ∑

m1

M

Pm, twmnt − Pn, twnmt. . . 27

这就是主方程。
它给出了处于的概率随时间的变化由两部分贡献：（1）第一项，Pn, t的增加，由所有其他态向yn的转变，流入的几率；

（2）第二项，Pn, t的减少，由yn向所有其他态的转变，流出的几率。流入的减去流出的，就是随时间的变化。

同样我们可以写出条件概率Pn0, 0 ∣ n, t的主方程：

∂Pn0, 0 ∣ n, t
∂t  ∑

m1

M

Pn0, 0 ∣ m, twmnt − Pn0, 0 ∣ n, twnmt. . . 28

转移矩阵
为了写得更简洁，我们引入转移矩阵Wt，其矩阵元为：



Wmnt  wmnt − mn ∑
l1

M

wmlt. . . 29

需要注意的是，这里我们又重新引入了转移矩阵，这个转移矩阵和马尔科夫链中引入的不一样。区别在于，在马氏链中，由
于时间是由单位时间间隔来度量的（时间是离散的），我们可以直接写出每一步的转移概率；但在这里，时间是连续的，我们
能得到的只是转移率，即转移速率。所以这里的转移矩阵是由转移率组成的。

转移矩阵必满足：
（1）、n ≠ m时，Wmnt  wmnt ≥ 0；

（2）、∑
n1

M

Wmnt  0，这说明Wmnt的每一行元素之和都为零，这也暗示我们0必为Wmnt的一个本征值。

这样主方程就可以写为：

∂Pn, t
∂t  ∑

m1

M

Pm, tWmnt. . . 30

n  1, 2, . . . M，这其实是M个微分方程，是矩阵微分方程。

狄拉克符号（更紧凑的写法）
〈Pt ∣→ t时刻的概率矢量。〈Pt ∣ n  Pn, t.
于是主方程写成：

∂〈Pt ∣
∂t  〈Pt ∣ Wt. . . 31

我们希望可以用第二节那样的谱方法来描述，然而要注意有些情况的Wt本征矢不能张成解空间（雷克就是这么说的）。

但是如果转移率满足所谓的细致平衡（detailed balance），我们就仍然可以用谱方法。

§3.2、细致平衡（detailed balance）
现在假设转移率wmn与时间无关。

定态
系统长时间后的概率分布〈Ps ∣
Psn  limt→ Pn, t  〈Ps ∣ n
在定态上，〈Ps ∣不随时间改变，代入主方程： ∂〈Ps∣

∂t  〈Ps ∣ W  0
这说明〈Ps ∣是W的属于本征值0的本征矢。（前面我们已经由的性质得到0必为W的本征值，其相应的左本征矢就是系统长

时间之后的定态）

细致平衡（detailed balance）
我们已经知道时间连续的马尔科夫过程必有不随时间演化的定态。
如果定态满足：Psnwnm  Psmwmn，就说这是个细致平衡过程。

这个条件要求：在定态上，对任意两个态yn和ym，系统的几率由yn到ym的转移等于由ym到yn的转移。

（简单分析一下：在定态上，我们仅能得到∑
m1

M

Psmwmn − Psnwnm  0，求和为零并不能得到每一项都为零，因此细致

平衡条件是比定态更高的要求，这也就是为什么称其为“细致”的原因。所有时间连续的马尔科夫过程必有不随时间演化的定
态，但是定态不一定都是细致的。）

谱方法
对细致平衡过程，为了能用谱方法描述，我们需要对主方程稍稍变下形。为此在转移矩阵的基础上，再引入一个新的对称矩

阵V，其矩阵元为：

Vmn  Psm
Psn Wmn. . . 32

可以验证，这个矩阵是对称的。
另外，令

P~n, t  Pn, t
Psn

. . . 33

满足：

∂P~n, t
∂t  ∑

m1

M

P~m, tVmn. . . 34

∂〈P~t ∣
∂t  〈P~t ∣ V. . . 35

解得：

〈P~t ∣ 〈P~0 ∣ eVt. . . 36
这还只是形式解，我们希望可以用V的本征矢表示出来。
由于V是是对称矩阵，故必有一组完备正交归一的本征矢。用 i表示其本征值，〈i ∣和∣ i分别表示左右本征矢，

i  0, 1, 2. . . M − 1



V ∣ i   i ∣ i, V〈i ∣  i〈i ∣, 〈i ∣ j   ij, ∑
i0

M−1

∣ i〈i ∣ I

下面就是直接代入计算：

eVt  ∑
i0

M−1

eit ∣ i〈i ∣. . . 37

〈P~t ∣ ∑
i0

M−1

eit〈P~0 ∣ i〈i ∣. . . 38

P~n, t  〈P~t ∣ n  ∑
i0

M−1

eit〈P~0 ∣ i〈i ∣ n

 ∑
m1

M

∑
i0

M−1

eit〈P~0 ∣ m〈m ∣ i〈i ∣ n. . . 39

Pn, t  P~n, t Psn

 ∑
i0

M−1

∑
m1

M

eit Psn
Psm Pm, 0〈m ∣ i〈i ∣ n. . . 40

V的本征值都是负的或零。令0  0，其余的本征值为负。则：

Pn, t  ∑
m1

M Psn
Psm Pm, 0〈m ∣ 0〈0 ∣ n  ∑

i1

M−1

∑
m1

M

eit Psn
Psm Pm, 0〈m ∣ i〈i ∣ n. . . 41

Psn  lim
t→

Pn, t  ∑
m1

M Psn
Psm Pm, 0〈m ∣ 0〈0 ∣ n

由上式得：〈m ∣ 0  〈0 ∣ m  Psm
于是：

Pn, t  Psn  ∑
i1

M−1

∑
m1

M

eit Psn
Psm Pm, 0〈m ∣ i〈i ∣ n. . . 41

Pm, 0为初始时刻的概率分布。

（例子见雷克书）。

§3.3、Mean first passage time
实际中，我们常常要考虑系统从某一个状态出发，首次到达另一特定状态所用的时间。
仍以随机行走问题为例，设粒子在t  0时刻位于n0处，我们关心的是粒子第一次达到np处所用的平均时间，即所谓的

Mean first passage time.
条件概率Pn0, 0 ∣ n， t由于n0是给定的，故只和t有关，记为Qnt，很明显Qn0  nn0

在初态n0给定的情况下，Qnt其实和Pn, t是一回事。

下面雷克耍了一个小技巧：假定Qnpt  0
（注意：我们关心的是粒子第一次到达np所用的时间，因此在我们所考虑的时间范围内，可以认为粒子不会运动到np，因此

这个假设是合理的。但是，这个假设又不可以当真，因为我们所考虑的是平均时间，在这个平均时间之前，粒子还是有一定的
几率到达np，所以，Qnpt实际上不可能真正为零）

主方程：

∂Qnt
∂t  ∑

m1

M

Qmtwmnt − Qntwnmt n ≠ np

前面曾引入转移矩阵W, Wmnt  wmnt − mn ∑
l1

M

wmlt

现在把矩阵Wmnt的第np行和第np列去掉，得到一个新的矩阵Mt，即Mmnt  wmnt − mn ∑
l1

M

wmlt，m ≠ np，

n ≠ np

引入行向量Qt  . . . Qnt. . .  n ≠ np

则上面的主方程就可以写为：

∂Qt
∂t  QM. . . 42

从这个方程中可以解出Qt.

在时刻t粒子仍“活着”（即还没有到达np）的概率为：

Pt  ∑
n≠np

M

Qnt. . . 43

定义fnptdt为t → t  dt在内粒子到达np的概率，则

Pt  dt  Pt − fnptdt



fnpt  − dPt
dt

于是粒子第一次到达np所用的平均时间为：

〈t  
0



tfnptdt  − 
0



tdPt  −tPt ∣0
  

0



Ptdt  
0



Ptdt. . . 44

雷克书中有这个方法的具体应用。

§4、布朗运动（Brownian motion）
1827年英国植物学家罗伯特.布朗在观察悬浮于水中的由花粉所迸裂出的粒子时，发现微粒呈不规则运动。
一般地，如果把一个较大的粒子（以后都称为布朗粒子，直径约微米量级）投入同密度的流体中时，由于流体密度的涨落，

从微观上看，粒子将做快速的随机运动，这就是布朗运动。
布朗运动从宏观上揭示了微观物质的分立性。物质的分立性导致流体密度的涨落，从而对布朗粒子造成可观测的影响，使其

做布朗运动。
1905年，爱因斯坦的奇迹年，三篇划时代的论文——狭义相对论、光量子论和布朗运动。
在那片关于布朗运动的论文里，爱因斯坦得到了一个重要的关系式：

D  RT
NA ∗ 6a

D是扩散系数，R是常数，T是温度，是速度，a是布朗粒子的半径。

爱因斯坦研究布朗运动只是为了寻找物质分立性的证据，最初并没有意识到这个现象是如此地广泛。

§4.1、朗之万方程（Langevin equation）
朗之万方程
考虑一个布朗粒子在流体中的运动。为了简单，我们只考虑一维的。由于布朗粒子的尺度远大于流体分子的尺度，故其运动

速度比远小于流体分子的平均速度，因此我们认为布朗运动是低速运动。
粒子将受到流体的两种作用力：
（1）阻力：由于是低速运动，阻力正比于速度；（2）流体分子对粒子的随机作用力t
于是我们就可以写出运动方程：

dxt
dt  vt

dvt
dt  − 

m vt  1
m t. . . 45

初条件为：x0  x0, v0  v0

这就是布朗运动的运动方程，称作朗之万方程。

形式解
朗之万方程可以形式地解出：

vt  v0e−

m t  1

m 
0

t

se− 
m t−sds. . . 46

xt  x0  m
 1 − e− 

m tv0  1
 

0

t

s1 − e− 
m t−sds. . . 47

解的过程没什么难度，就不细说了。

但是......
但是这还只是形式解，对这个形式解我们束手无策。因为很明显，式中有一个我们根本就不知道是什么的东西t.
这里一定要清楚，t不是一个t的确定函数，而是一个随时间演化的随机变量。也就是说，在任意时刻，的取值将是随机

的而不是确定的。t代表流体的背景噪声对布朗粒子的随机作用力。

虽然在任何时刻我们都不知道t会是多少，但我们知道，在任何时刻t都是一个随机变量，其取值有一个概率分布。

t的概率分布随时间演化的过程将是一个稳定的马尔科夫过程。

我们假设是高斯白噪声过程，即：在任何时刻t，t的概率分布都是一个高斯分布，且

〈t   P, td  0. . . 48

〈1t12t2   12P1, t1; 2, t2d1d2  gt2 − t1. . . 49

g是噪声强度。

这说明不同时刻的的分布是不相关的。

期望和矩
由于t是随机变量，xt和vt也将是随机变量，且是由t决定的。

我们关心的是xt和vt的期望及其它相关的统计特征。对的分布取平均，利用48和49则：



〈vt  v0e−

m t, 〈xt − x0  m

 1 − e− 
m tv0

〈v0  v0, 〈x0  x0

〈vt2vt1  v0
2 − g

2m e− 
m t2t1  g

2m e− 
m t2−t1

〈xt − x02  m2

2 v0
2 − g

2m 1 − e− 
m t2  g

2 t − m
 1 − e− 

m t. . . 50

我先直接给出了结果，下面我将给出具体的计算过程，不关心的可以直接略过。

计算过程

〈vt  〈v0e−

m t  〈 1

m 
0

t

se− 
m t−sds  v0e−


m t  1

m 
0

t

〈se− 
m t−sds  〈v0e−


m t

〈xt − x0  〈 m
 1 − e− 

m tv0  1
 

0

t

〈s1 − e− 
m t−sds

 m
 1 − e− 

m tv0

vt2vt1  v0
2e− 

m t2t1  v0
m 

0

t1

e− 
m t1−ssds  

0

t2

e− 
m t2−ssds

 1
m2 

0

t1


0

t2

e− 
m t1−s1e− 

m t2−s2s1s2ds1ds2

中间两项取平均得零，于是

〈vt2vt1  v0
2e− 

m t2t1  1
m2 

0

t1


0

t2

e− 
m t1−s1e− 

m t2−s2〈s1s2ds1ds2

 v0
2e− 

m t2t1  1
m2 

0

t1


0

t2

e− 
m t1−s1e− 

m t2−s2gs2 − s1ds1ds

 v0
2 − g

2m e− 
m t2t1  g

2m e− 
m t2−t1

xt − x02  m2

2 v0
21 − e− 

m t2  2mv0
2 1 − e− 

m t 
0

t

s1 − e− 
m t−sds

 1
2 

0

t

s11 − e− 
m t−s1ds1 

0

t

s21 − e− 
m t−s2ds2

第二项取平均得零，化简第三项：

1
2 

0

t

s11 − e− 
m t−s1ds1 

0

t

s21 − e− 
m t−s2ds2  1

2 
0

t


0

t

1 − e− 
m t−s11 − e− 

m t−s2s1s2ds1ds2

〈 1
2 

0

t

s11 − e− 
m t−s1ds1 

0

t

s21 − e− 
m t−s2ds2  1

2 
0

t


0

t

1 − e− 
m t−s11 − e− 

m t−s2〈s1s2ds1ds2

 1
2 

0

t


0

t

1 − e− 
m t−s11 − e− 

m t−s2gs2 − s1ds1ds2

 g
2 t − m

2 1 − e− 
m t2 − m

 1 − e− 
m t

于是：

〈xt − x02  m2

2 v0
2 − g

2m 1 − e− 
m t2  g

2 t − m
 1 − e− 

m t

终于结束了繁琐的计算过程，可以暂时松一口气了。
下面我们来分析一下结果：

结果分析
（1）当t很大时，〈xt − x02中起主要作用的将是 g

2 t，其它的小量可以忽略，则〈xt − x02  g
2 t，这和我们前面

随机行走的结果是一样的。令扩散系数D  g
22 ，那么〈xt − x02  2Dt

（2）我们假定布朗粒子和流体处于温度为T的热平衡态，这个假设是合理的。并且认为初速度v0不是一个给定的值，而应该
是一个在温度T下的玻尔兹曼分布，由能量均分定理：

1
2 m〈v0

2T  1
2 kT

（这里要注意，加一个下标T表示在该温度下对玻尔兹曼分布取平均，和前面相区别；前面不加下标表示对随机变量取平

均）

〈v0
2T  kT

m . . . 51



并且〈v0T  0, 〈x0T  0
（3）由于布朗粒子和流体处于热平衡态，而前面已经说过平衡态上的一切物理过程都是平稳过程，平稳过程不同时刻之间

的二阶矩之和时间差有关。所以由〈vt2vt1  v0
2 − g

2m e−

m t2t1  g

2m e− 
m t2−t1，必须有

v0
2  g

2m . . . 52

这时我们认为v0
2应该是取平均的结果，即〈v0

2T

那么：

〈v0
2T  kT

m  g
2m . . . 53

g  2kT. . . 54
而

〈 〈vt2vt1 T  kT
m e− 

m t2−t1

(4)这时

〈 〈xt − x02 T  g
2 t − m

 1 − e− 
m t

将54代入扩散系数，得：

D  kT


§4.2、谱密度（spectral density）
什么是谱密度？
设t是一随时间演化的随机变量，这里时间t的取值可以一直取到无穷，但是，在实际中，我们只能取有限长的时间段T，

即令：

t, T  t, − T
2 ≤ t ≤ T

2 时

t, T  0, 其他

T只是告诉你我们选的随机变量是和时间段的长度T有关的，真正的时间变量仍是t.
做t, T的傅里叶变换：

~w, T  
−



t, Teiwtdt. . . 54

定义谱密度为：

Sw  lim
T→

~w, T~w, T∗
T . . . 55

代入计算：（不关心的可以直接看结果）

Sw  lim
T→

1
T 

−



t1, Teiwt1dt1 
−



t2, Te−iwt2dt2

 lim
T→

1
T 

−



dt2 
−



t1, Tt2, Te−iwt2−t1dt1

令t2 − t1  ，则：

Sw  lim
T→

1
T 

−



d 
−



t1  , Tt1, Te−iwdt1

 
−



e−iwlim
T→

1
T 

−



t1  , Tt1, Tdt1d

 
−



e−iwlim
T→

1
T 

−



t  , Tt, Tdtd. . . 56

记limT→
1
T 

−



t  , Tt, Tdt  C，则：

Sw  
−



e−iwCd. . . 57

在各态历经假设下，C  limT→
1
T 

−



t  , Tt, Tdt  〈t  , Tt, T

代入就可以算出谱密度。

布朗运动的谱密度
（为了避免字母重复，下面用Th表示温度，而T表示取的时间长度）
（1）随机作用力t



C  〈t  t  g. . . 58

Sw  
−



e−iwgd  g  2kTh. . . 59

（2）随机速度vt

Cvv  〈vt  vt  g
2m e− 

m ||. . . 60

Svvw  
−



e−iw g
2m e− 

m ||d 
2kTh

m2w2  2 . . . 61

雷克书上有图和例子。


